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1. Abschnitt. 
Die Methode des statarischen Substituierens. 


$ 1. Die Methode des linksseitigen statarischen Substituierens. 


In den gruppentheoretischen Studien vom Jahre 1882 geht 
W.Dyck von gewissen erzeugenden Operationen A,, Ay, 4, ... 
aus, die rein formal ohne irgendwelchen speziellen Charakter 
gedacht werden. Die Verbindung dieser Operationen erfolgt 
nach dem assoziativen, dagegen nicht nach dem kommutativen 
Gesetz. Dabei sind gewisse Multiplikationsregeln in Form von 
Gleichungen zwischen den erzeugenden Öperationen, die als 
definierende Relationen bezeichnet werden, gegeben. Die 
Gesamtheit der sämtlichen verschiedenen symbolischen Produkte, 
die auf Grund der definierenden Relationen aus den erzeugenden 
Operationen hergestellt werden können, bildet eine Gruppe. 

In der vorliegenden Arbeit gehen wir von zwei erzeugenden 
Operationen aus, die wir mit & und T bezeichnen. Wir 
setzen die Komposition der Operation $ mit den Potenzen der 
Operation 7 und die Komposition der Operation 7 mit den 
Potenzen der Operation S als nicht kommutativ voraus. Als 
definierende Relationen wählen wir die Gleichungen 


Ds, EZ, EN Se. 
Die durch die speziellen Gleichungen dieser Art 


Sue" — Br "PUTZ ar B, Tı gu _ g#+T" 
yurozl - D, JRLRES: un 1 ug ei su Tıuh 


BE rien 


definierten Gruppen sind von Herrn Geheimrat Hölder bereits 
untersucht worden. Für eine weitere Gruppe, die durch die 
speziellen Gleichungen 


DES KFZ T'S' — 8'3T'? 
definiert ist, hat Herr Geheimrat Hölder folgenden Satz gefunden: 
Ista die Ordnungszahl der Operation 8'T7'?, so ist S'®@—TL, 


Herr Geheimrat Hölder leitet diesen Satz folgendermaßen ab. 
Aus der definierenden Relation 


(1) N rbb 
folgt durch Multiplikation beider Seiten mit sich selbst 
a EEE En 
Die rechte Seite dieser Gleichung wird auf die Form 
VID LITER0D 

gebracht. Durch Einsetzen der Operation $'3T'? für die in 
Klammern stehende Operation 7'S' wird dieser Ausdruck in 
HERREN TS TS = STH TRgeT® 
überführt. Dieser Ausdruck wird wiederum auf die Form 

IS LS DAS Sn 


gebracht. Durch Einsetzen der Operation $'?7'? zum zweiten 
Male für die in Klammern stehende Operation 7‘$' geht dieser 
Ausdruck über in die Form 


TSTE—=STSHTREETTSET", 


Substituieren wir in dieser Weise weiter, so entstehen folgende 
Ausdrücke 
PR DD DETI(DDIIS HERAN 
iD 9 Lu De De DE 
LT SON 
—W ITPRAS DENE 
I IRRE EEE 


rer 7 en 
T'8'T'S' — $'’T'$':T'?g' T'2g Tag Ti? 

RU URSITEN T2g' T2gı Tag Tı2 

— 8113 Tue gea ragı Tragı Trage qua 

- STILE T2gı Tag rTı2 gı2 Tı2 

Ben en ana Di 

— $'12(7",8) $'(S' T'2)49"2 7"? 

a RE ET 

I I I) bie 

el a AS N EEE Ki 
Nach 2n — 1 Substitutionen erhalten wir die Gleichung: 

FETSE—= STH TYRET"R. (2) 
Setzen wir für n der Reihe nach die Werte 
ER N ee 


wobei zunächst a eine beliebige positive ganze Zahl bedeuten soll, 
so erhalten wir durch Gleichsetzen der rechten Seiten der ent- 
stehenden einzelnen Gleichungen folgende fortlaufende Gleichung: 


are s2($ PC re Se BE EN el LS Ey 
ETIKETTE HAT EI, (3) 


Nehmen wir nun an, a ist die Ordnungszahl der Operation $'T"?, 
sodaß also mua— (ge Tumpa—(g Tir)sa,, —ı (4) 
ist, so geht die fortlaufende Gleichung (3) über in 

REM ER ET FE 


Durch Multiplikation dieser Gleichungen rechts mit (7'S'?8'?7"°)-1 
erhalten wir die Gleichungen 


BER INZNT RN... (6) 
Aus der Gleichung g'3a — gısa 


folgt durch Multiplikation mit 8-°* die Gleichung: 
a (7) 


EN 


Ebenso erhalten wir aus den andern Teilgleichungen durch ge- 
eignete Multiplikation mit S-°@, 8°@,,. dieselbe Gleichung 


Dear 
Diese Gleichung schreiben wir in der Form 
(7a) (Sa —1. 
Auf Grund der letzten Gleichung können wir jetzt folgenden 


Satz aussprechen: 


Satz I: Ist a die Ordnungszahl der Operation S'7'®, 
so ist die ate Potenz der Operation 8'® gleich 1. 


Auch die Umkehrung dieses Satzes läßt sich leicht erweisen. 
Zu diesem Ende nehmen wir an, dab die positive ganze Zahl a 
in der fortlaufenden Gleichung (3) die ÖOrdnungszahl der 
Operation 8‘? bedeute; sodaß also 


DE u — N ae 
ist. Dann geht die fortlaufende Gleichung (3) über in 
; UST N TS (STR TE 
(8) — 1.8'2(8! 1) 2 DI 


Durch Multiplikation links bez. rechts mit (7"$'®)-! bez. (8'?7'?)-1 
erhalten wir 


(SITE DE See ve 

Aus der Gleichung: (S' T' 2a — (S' T2)2a 
folgt nach Multiplikation mit ($'7'*)@ 
(9) — (8 79) 
Ebenso finden wir aus den übrigen Teilgleichungen durch ge- 
eignete Multiplikation dieselbe Gleichung 

LHD 0 
Wir finden also jetzt als Umkehrung des vorigen Satzes den 
folgenden Satz: 


Satz II: Ist a die Ordnungszahl der Operation &", 
so ist die ate Potenz der Operation 8'7’? gleich E 


er 


Aus beiden Sätzen I und U ergibt sich die Beziehung 
zwischen den Ordnungszahlen der Operationen $"° und S’T" 
die folgendermaßen lautet: 


Satz III: Ist a die Ordnungszahl der Operation 8'T"?, 
so hat die Operation S'? ebenfalls die Ordnung a. 


Dieser Satz bedarf noch einer Begründung. Setzen wir a als 
Ordnungszahl der Operation 8’ T'? voraus, so lassen Gleichung (7a) 
und Satz I noch die Möglichkeit offen, daß a ein Vielfaches der 
Ordnungsszahl der Operation $'? ist. Mit Hilfe von Gleichung (9) 
und Satz II können wir aber beweisen, daß dieser Fall niemals 
eintreten kann. Denn nehmen wir an, daß a nicht gleich der 
Ordnungszahl der Operation 8°? sein würde, sondern gleich einem 


Vielfachen derselben, etwa gleich dem »- aan so würde — die 
Ordnungszahl der Operation 8°? sein. Ist aber — die alles 
zahl der Operation S'?, so folgt aus Satz I, Belt die —te Potenz 


der Operation $' 7"? gleich 1 sein müßte. Dies ist Sul nicht 
möglich, da nach Veraussetzung die Ordnung der Operation 8'’7"? 
gleich a ist und keine Potenz einer Operation mit einem 
Exponent, der kleiner ist als die Ordnungszahl, gleich 1 sein kann; 
denn sonst wäre ja der kleinere Exponent die Ordnungszahl der 
Operation. Es kann also a kein Vielfaches der Ordnungsszahl 
der Operation S5°’°? sein, sondern muß gleich der ÖOrdnungszahl 
selbst sein. 

Ebenso begründen wir die Umkehrung des Satzes III, die 
folgendermaßen lautet: | 


Satz IV: Ist a die Ordnungszahl der Operation 8°, 
Benardie Operation 8'7T'2 ebenfalls die Ordnung a. 


Satz II läßt wiederum noch die Möglichkeit offen, daß a ein 
Vielfaches der Ordnungszahl der Operation $’7'? ist. Mit Hilfe 
des Satzes I können wir aber analog wie oben zeigen, daß diese 
Annahme auf einen Widerspruch führt. 

Die beiden Sätze III und IV lassen sich in den folgenden 
Satz zusammenziehen: 2 


Satz V: Die beiden Operationen $"? und S'’T7T"? haben 
gleiche Ordnung. 


N 


Aus den Sätzen III, IV und V ergeben sich für die Ordnungs- 
zahlen der Öperationen S' und S'T7'? folgende Beziehungen: 


Satz VI: Hat die Operation $'T' die Ordnung und 
istadurch teilbar, sohatdie Operation S’dieOÖrdnungsd3a. 
Ist a nicht durch 3 teilbar, so kann die Operation & 
sowohl die Ordnung.a, als auch die Ordnung 3a haben. 


Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 


Satz VIa: Ist a die Ordnungszahl der Operation $), 
so hat die Operationen Tas erzrdaner z bez. Iep ms 
nachdem a durch 3 oder nicht durch 37teilgarszze 


M. a W. die Operation 87"? hat die Ordnung Ta) 

Die zur Herleitung der Gleichung (2) angewandte Methode 
wollen wir zur Unterscheidung von später anzuwendenden 
Methoden als Methode des linksseitigen statarischen Sub- 
stituierens bezeichnen. Das Wesentliche dieser Methode besteht 
darin, daß die rechte Seite der durch Multiplikation der 
definierenden Relation 7T’S'=%'?T'? mit sich selbst ent- 
stehenden Gleichung 7’S'T'S'—= 8"? T'?S'?T'? als Ausgangs- 
operation zugrunde gelegt und für die erste Operation TS" 
jedesmal die Operation S'?7'? substituiert wird. 

Die Anwendnung der Methode des linksseitigren statarischen 
Substituierens auf die durch die allgemeinen Gleichungen 


TS— $*T! 
(10) S—1 
T—1 


definierte Gruppe gestaltet sich analog. Wir wählen die Operation 
DETESE TE 


als Ausgangsoperation und substituieren in ihr jedesmal für die 
erste Operation TS die Operation S®T'. Wir erhalten: 


!) Das Symbol [a, 3] bedeutet den größten gemeinsamen Faktor von a 
und 3. 


EIS SET! SET! 
— $k TI-1( PS) SR-ı TI 
— ‚Sk TI-1 9% TI Sk-ı u 
— Sk I-2( Tg) gr-ı TIgk-ı pI 
— ‚Sk TI-2 Sk Tl Sk-ı I Sk-ı u 
— Sk TI (TS) Sk-ı TI, SR-ı TI, SK-ı TI 
— Sk TI-3 Sk TI (‚GR TI)2 gR-1 I, 
Nach /—1 Substitutionen erhalten wir den Ausdruck: 
TSTS — Sk TS? 9-2 TI(‚Sr-ı Tryre ge Ti 
— $k(TS) SSK- TI(SK-ı TI La gk-ı I 
— g®k TIS,SK-2 TI(SR- TIyt2,gk- Tl 
— g2k TA TS) SK- TI(gr-ı Tiyre ge pi 
— g2k TASK TI SR? TI(SR-ı TIyt2 gr Ti 
— $?k TI-2( TS) St-ı TI SR-2 TI SR PIr2 Sk TI 
— ‚$®k TI-2 SR TI SR TU SK-2 TI SR PI)re ge Ti 
— g®k TI-S( TS) SR-ı TISK-A TI SK-2 TI(gR-A TIyt2 gR-ı Tl 
— $?k TI-3,gR TIGRA TI SK-1 TISK-2 TIGRA TOR gK-1 TI, 
Nach 21—1 Substitutionen erhalten wir 
— 2% TG %-2 TI(R-ı TI FE] SR TI, 
Nach nl—1 Substitutionen erhalten wir 
DEN nt N SET er FR SCHTE eLL} 
Aus Gleichung (11) folgt nach analogen Überlegungen wie früher 
Satz VII: Ist «a die Ordnungszahl der Öperation 
Bus 2 so ist die ate Potenz der Operation S* 
gleich l. 
Satz VIII: Ist a die Ordnungszahl der Operation S#, 


Betendie ate; Potenz der, Operation ı 8%? T!(S=1 77,2 
Bleich 1. 


-Aus beiden Sätzen folgt: 


Satz IX: Die beiden Operationen S#und SEI USKEU TEEN 
haben gleiche Ordnung. 


Für dieOrdnungszahlen der Operationen S und 8%? 7($%-1 TU? 
ergeben sich die folgenden Beziehungen: 


Satz X: IstadieOrdnungderÖperation 8*? 71(8-1 TH, 
so hat die Operation Ö die Ordnung a‘, wobeia’ ein Viel- 
faches, das zwischen dem 1-fachen und dem k-fachen 


a' 
la’, A] 
Ebenso läßt sich aus Gleichung (11) auch die Umkehrung 
herleiten: 


liegt, von a ist und der Relation — a gehorcht. 


Satz Xa: Ist a die Ordnung der Operation $, so ist 


Te die Ordnung..der Operation Sa TUST 


Die Gleichung (11) geht in die entsprechenden Gleichungen 
der durch spezielle Gleichungen dieser Art definierten Gruppen 
über, wenn wir in ihr für k und / die speziellen Werte einsetzen. 
Ebenso erhalten wir aus dem Ausdruck In—1 für die Anzahl 
der Substitutionen die entsprechende Zahl bei den durch spezielle 
definierende Relationen bestimmten Gruppen, wenn wir für / 
den Exponent der Operation 7’ in der betreffenden speziellen 
definierenden Relation setzen. Daß der Ausdruck für die Anzahl 
der Substitutionen, die bis zur n-Gleichung gemacht werden, 
eine Funktion vom Exponent der Operation 7 in der definieren- 
den Relation ist und vom Exponent der Operation $ nicht 
abhängt, leuchtet ohne weiteres ein. 


$ 2. Herleitung der Ergebnisse des $ 1 durch Transformieren 
der definierenden Relation. 


Die in $ 1 mittels der Methode des linksseitigren statarischen 
Substituierens gefundenen Resultate können auch auf anderem 
Wege durch Vornahme gewisser Transformationen aus den 
definierenden Relationen hergeleitet werden. Dazu bedürfen wir 
einiger Hilfssätze. Wir bezeichnen mit a und ß zwei Operationen 
und nehmen an, daß die aus ihnen gebildete Operation aß 
die Ordnung » hat, sodaß also 


(ep —1 


| 


LO 


ist. Diese Gleichung schreiben wir in folgender Form 


aß(ap—1. 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit at, so erhalten wir 
Blapy—a 

und durch nochmaliges Multiplizieren mit a finden wir 
Bla ta—1. 


Auf Grund der Gültigkeit des assoziativen Gesetzes der Multi- 
plikation schreiben wir. die letzte Gleichung in der Form 


(Bay —1 


und finden 


Hilfssatz I: Die beiden Operationen aß und ßahaben 
gleiche Ordnung. 


Aus der Gleichung aß(apy?—1 


(a htar. 


Da die Operationen (aß) und (aß) gleiche Ordnungszahlen be- 
sitzen, so folgt unter Anwendung des Hilfssatzes I 


Hilfssatz II: Die beiden Operationen (aß) und (a-!$-}) 
haben gleiche Ordnung. 


erhalten wir 


Liegen drei Operationen a, ß und y vor und kann die 
Operation a aus der Operation $ durch Transformation mit y 
hergeleitet werden, sodaß die Gleichung 


GE yBN 
besteht, so gilt der folgende Hilfssatz: 
Hilfssatz III: Die beiden durch die Gleichung 
a ßY 


verbundenen Operationen a und fß haben gleiche 
Ordnung. 


BE ae 


Diese Hilfssätze gestatten uns, die in $ 1 gefundenen 
Resultate auf anderem Wege abzuleiten. Wir gehen zunächst 
wiederum von der definierenden Relation (1) 


TS'— gs Tı2 
aus, multiplizieren beide Seiten mit S-? und erhalten: 
(12) a ET 


Aus dieser Gleichung folgt unter Anwendung des Hilfssatzes III, 
wenn wir a=8'7T"?%, B=sS'"1T' und y=$" setzen: Die beiden 
Operationen 8:7" und $’7'? haben gleiche Ordnung. Aus der 
definierenden Relation 7'S'—=S"?T'*? folgt weiter durch Multi- 
plikation mit 7? 


(13) 


Unter Anwendung des Hilfssatzes Ill folgt aus dieser Gleichung (13): 
Die Operationen S’T'-t und $'? haben gleiche Ordnung. Auf 
Grund des Hilfssatzes II haben die Operationen (817°) und 
($'T!) ebenfalls die gleiche Ordnung. Wir haben somit ge- 
funden: &'T'? hat dieselbe Ordnung wie $17", 81T" dieselbe 
Ordnung wie S'T'-1, $'T'-! dieselbe Ordnung wie 8'%. Daraus 
folgt: Die Operationen $'T'? und $'? haben gleiche Ordnung. 
Dasselbe Resultat haben wir in $ 1 mit Hilfe der Methode des 
linksseitigen statarischen Substituierens gefunden und in Satz V 
ausgesprochen. 

Die genaue gruppentheoretische Beziehung zwischen den 
Operationen S' und $’T7'? ergibt sich auf folgendem Wege. 


SUSE — ST": 

(Tg — ($ Tr3y 1 
(SAT) — Tr4S' 

EUTIN) — (ST. 


T($8' TA) Ta —$08, 


Auf Grund der definierenden Relation ist 
u N a 
gl Tg‘ 3 Tau ke (8° 46 Alzı 
(14) EHRE 


BER N 


Die durch Anwendung der Methode des linksseitigen 
statarischen Substituierens auf die durch die Gleichungen 
TS—=S*kT!l, 8°—=1, T’—=1 definierte Gruppe erhaltenen 
Resultate lassen sich ebenfalls durch entsprechende Trans- 
formationen der definierenden Relation ST sS*®T" herleiten. 
Durch Multiplikation der definierenden Relation TS’ S*T! mit 
S-! erhalten wir 


SIT ST. 


Beide Seiten dieser Gleichung multiplizieren wir (—2) mal mit 
sich selbst, d.h. wir potenzieren mit 1— 2, wodurch wir folgende 


Gleichung finden: 
« SA TI2S — (Ska pi, 


Durch linksseitigees Multiplizieren der linken Seite dieser Gleichung: 
mit 8"? TS und der rechten Seite mit der auf Grund der definieren- 
den Relation äquivalenten Operation 5%? T’ergibtsich dieGleichung 


S-! en Lo) S— $%k-2 Din TS. (1 5) 


Die Operation $°! 7’! hat also nach Hilfssatz IIl dieselbe Ordnung 
wie die Operation 8%? T!(s-1T)-?2, Weiter folgt aus der durch 
rechtsseitiges Multiplizieren beider Seiten der definierenden Re- 
lation mit 7” sich ergebenden Gleichung 


T(STI+ 1) Tı— 8% 


durch Anwendung des Hilfssatzes III, daß die Operationen 171 
und S* gleiche Ordnungszahlen besitzen. Da auf Grund des 
Hilfssatzes II die Ordnungszahlen der Operationen S-!7'-1 und 
ST-4-D gleich sind, so folgt aus diesen Betrachtungen die Geichheit 
der Ordnungszahlen der Operationen S*® und S%?T(sı TYr?, 
Dasselbe Resultat haben wir in $ 1 mit Hilfe der Methode des 
linksseitigen statarischen Substituierens gefunden und in Satz IX 
ausgesprochen. 


Die direkte gruppentheoretische Beziehung zwischen den 
Operationen S* und S%?T?(S"1 TY)F? finden wir folgendermaßen: 
Durch Potenzieren der Gleichung (15) mit (—1) ergibt sich die 
‚Gleichung: 

g-1 (8-1 Tı) 1,9 — [$k-2 TU SR T') La], 


lat 


deren linke Seite auf die Form 
(1 6) SW bele S) S — Bin Ikltek 79027 -1 


gebracht wird. Aus der definierenden Relation TS S®T! folgt 
durch linksseitiges Multiplizieren mit 7 


Ian rien 
Durch Einsetzen der rechten Seite dieser Gleichung in die linke 
Seite der Gleichung (16) geht diese Gleichung über in die Form 
SATISKTIS— [S%-? TI(Sk-ı TIyr2)-1 


oder 
(17) (TUI) IK TUS) = [S"2 TUSH-A THE], 


Die Operation [8*?T(S®-1 T))F?]-1 entsteht also durch Trans- 
formation mit 7?S aus der Operation 8% Setzen wir in der 
Gleichung (17) für k=3 und !=2, so erhalten wir Gleichung (14). 


$ 3. Die Methode des rechtsseitigen statarischen Substituierens. 


Ebenso wie zwischen den Ordnungszahlen von Ö und einer 
bestimmten Operation lassen sich auch zwischen den Ordnungs- 
zahlen von 7’ und einer noch zu bestimmenden Operation Be- 
ziehungen aufstellen. Diese zu bestimmende Operation und die 
Beziehung ihrer Ordnungszahl zur Ördnungszahl der Operation 7 
ergeben sich durch Anwendung der Methode des rechtsseitigen 
statarischen Substituierens, das darin besteht, daß in dem Aus- 
druck S® TUSKT! jedesmal für die letzte Operation TS die auf 
Grund der definierenden Relation 7’S— $S*T!äquivalente Operation 
S®T! substituiert wird. Wir wenden die Methode des rechts- 
seitigen statarischen Substituierens der Einfachheit halber zunächst 
auf die definierende Relation 7T’S’= $'®?T'? an und erhalten: 


TSTgE— SS Tags 
— GET TS)ST" 
— ge ge Tag? 
— gs ges (TS) g T"® 
— HT SB TgesTiegT": 


Se ee 


BESETISN  SSu SEETITES 8 
N ESSEN“ 
ZIEHEN H ENTER ENTE IE 
a ESS Ten Te 
ENDEN NER SH 770 
I DISS SE NT 
INES RSS TIESUTE 
IHN YEN ABIEREH EN 
EI ENSITSIEDHANE HR 
NIEDER HET 
Nach 3» — 1 Substitutionen erhalten wir die Gleichung 
TESTS EN SR Ir u TS (18) 
Aus dieser Gleichung (18) folgt nach analogen Schlüssen 
wie früher der Satz: 
Satz XI: Die Operationen 7"? und &?T'$S'® haben 
gleiche Ordnungszahlen. 


Die Beziehungen zwischen den ÖOrdnungszahlen der ÖOpera- 
tionen 7’ und 8°?7'S'®? lassen sich in folgende Sätzen zusammen- 
fassen: 

Satz XII: Istddie Ordnungszahl der Operation S"? 7’$'®, 
so ist die Ordnung der Operation 7" gleich 2b, falls b 
eine gerade Zahl ist. Ist 5b eine ungerade Zahl, so kann 
die Ordnung von T’sowohlgleichbd, als auch gleich 2bsein. 


Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 
Satz XIIa: Hat die Operation T’ die Ordnung b, so 
hat die Operation 8'?7'$'® die Ordnung 2 bez. b,jenach- 


dem b gerade oder ungerade ist. 


Die Anwendung der Methode des rechtsseitigen statarischen 
Substituierens auf die durch die allgemeinen Gleichungen 


BSNEL 
Sl 
Pe 


Burkhardt. 2 


ER 


definierte Gruppe gestaltet sich folgendermaßen. Wir gehen | 
aus von dem Ausdruck S*TTS*T" und substituieren jedesmal 
für die letzte Operation TS die auf Grund der definierenden 
Relation TS$= S® T’ äquivalente Operation $* 7", 
Wir erhalten: 
TSTS$S= S# TS T! 
— Sk TAT) SR-ı TI 
— ‚Sk TI-ı Sk TI SK-ı Ti 
— Sk TI-1 Sk TI-A (TS), SR-2 TI 
— ‚Sk TI-1 Sk TI-1 gk TI Sk-a Ti. 
Nach k—1 Substitutionen dieser Art erhalten wir 
TSTS— S" TH-1(Sk TUR SR TUST! 
— Sk TI-1 (Sk TI-YR-2, Sk PIA(TS) TI 
— ‚Sk TI-1 (‚QR TI-1yk-2,9R TI-1 g% 3 
— ‚Sk TI-1 (Sk TI-Ayk-2, Sk TI-2( TS) SR-ı 21 
— ‚Sk TI-1(‚Qk TI-1yk-2,g% TI-2 Sk TI SR-1 Tal 
= Sk IEINS I ey Sk TI-2 Sk kei: (TS) SKk-2 Tal 
— ‚Sk PI-1 (Sk TI-N)k-2,g%k TI-2 Sk TI-1,SK TI SR-2 Tal, 
Nach 2k—1 Substitionen erhalten wir | 
TSTS— Sk TI-1 (SR TI-1)k-2,g%k TI-2 (‚SR TI-1)R-2,gk TuS Tel 
— Sk TIAT(SE TI-HYR-2, Sk TIe]2 TTS) TR 
— ‚Sk TI-A[( Sk TI-1)k-2,9« TI-2]2 TIS« Tl 
— Sk Ihan [(8% ae Sk A 2(7'9) Sk-1 Tal 
— Sk TI-A[(SR TI-1R-2 Sk TI-2]2,9« TI SR Tl 
— $% TI-A (‚SR TI-1K-2 Sk TI-2] 2, SR TI TS) Skre Tl 
— ‚$% TI-A[(‚SR TI-1)K-2,S% TI-2]2,g% TI-1 SE TI SK-a Pal, 
Nach 3&—1 Substitutionen erhalten wir 
TSTS—= S* TH[(S% TI-1yR-2,g% Tr] TRSTE, 
Nach nk—1 Substitutionen erhalten wir 


(19) TSTS—= S* THI[(SR TI) K-2 Sk Tan Te g TrL, 


a ER 


Auf Grund analoger Überlegungen wie früher schließen wir 
aus der letzten Gleichung: 


SatzXIII: DiebeidenOperätionen T’und (S* 7-12 Sk TI3 
haben gleiche Ordnung. 


Zwischen den Ördnungszahlen der Operationen ($* TH? Sk TI? 
und 7 ergeben sich dann folgende Beziehungen: 


Satz XIV: Bezeichnet b die Ordnung der Operation 
(SBETEIEASKETTR so hat die Operation S.die Ordnung b', 


wobei die Zahlb' ein Vielfaches — vom l-fachen bis mit 
efachen — der Zahl ’b ist und der Relation al, 
gehorcht. 


Ebenso können wir aus Gleichung (19) auch die Umkehrung 
vorstehenden Satzes herleiten: 


Satz XIVa; Ist b die Ordnungszahl der Operation T, 


Eohät die Operation (SFT NK3S% 7? die Ordnung m. 


$ 4. Herleitung der Ergebnisse des $ 3 durch Transformieren 
der definierenden Relationen. 


Die Beziehungen zwischen den Ordnungszahlen der Opera- 
Bee runde 8'27%,8°8 bez, T und (SFT) 7SE TRR ergeben 
sich auch durch Transformieren der entsprechenden definieren- 
den Relationen. Aus der definierenden Relation 


Ei N ec ha 
folgen durch rechtsseitiges Mleeen mitz Dil bez.) 77 die 
Gleichungen Ti gı pi —_ ges pi 
IE es 
die durch gruppentheoretische Multiplikation die Gleichung 
ITEM NN HANSER 
ergeben. Wir potenzieren beide Seiten dieser Gleichung mit (—1) 


und erhalten TTS YTA— (ST SH, 
9* 


BT 


Für die Operation 7'S‘?” finden wir aus der definierenden 
Relation 7T'S' — $'?T'? durch rechtsseitiges Multiplizieren mit 8'® 
folgende äquivalente Operation: | 


Sr ET RE 


Diesen Ausdruck setzen wir in die linke Seite der vorigen 
Gleichung ein und finden 


(20) WISSEN TE 
Die beiden Operationen 7’? und 8'?T'S$'® haben also auf Grund 
des Hilfssatzes II, $ 2 gleiche Ordnung. 


Die Beziehung zwischen den Ordnungszahlen der Operation 7’ 
und ($* T-1)k-2, Sk TI-2 Jäßt sich ebenfalls durch Vornahme gewisser 
Transformationen aus der definierenden Relation TI=SKT! 
herleiten. Durch rechtsseitiges Multiplizieren der definierenden 


Relation Tg —_ pi 
mit 7"! ergibt sich die Gleichung: 
7S Tr-=SernE 
Beide Seiten dieser Gleichung potenzieren wir mit k—2 
u be LH NEN 


Durch rechtsseitiges Multiplizieren der linken Seite dieser 
Gleichung mit TST-? und der rechten Seite mit der diesem 
Faktor auf Grund der definierenden Relation TS = S*T! äqui- 
valenten Operation S® 7"? geht die letzte Gleichung über in 


(21) T(S%-1 7-1) TI — (SR Teayk-a ge TI-a, 
Wir erheben beide Seiten dieser Gleichung in die (—1)te Potenz: 
(21a) TS TAN STETTEN 


Die Operation links läßt sich auf Grund der definierenden 
Relation als transformierte Operation der Operation T’ darstellen ; 
denn aus der Gleichung TS kpl 


N UTTIET 
folgt durch rechtsseitiges Multiplizieren mit 8% die Gleichung 
SEEN ET 


Setzen wir für TS-@-) die äquivalende Operation SET!S* in die 
Gleichung (21a) ein, so erhalten wir 


ES) m GNSan EG [ (8% Da) k-2 Sk IKE] „k; (22) 


Aus dieser Gleichung (22) folgt durch Anwendung des Hilfs- 
satzes III, daß die Operationen 7’ und ($* T-1)k-2, Sk TI-? gleiche 
Ordnung haben. Für die Ordnungszahlen der Operationen 7 
und (SETUHNKk2SKTI?2 ergeben sich dann die Sätze XIV 
und XIVa. 

Die beiden Gleichungen (19) und (22), die sich unter Zu- 
grundelegung der allgemeinen definierenden Relation TS —= S*T! 
ergeben, gehen in die Gleichungen (18) und (20) über, die wir aus 
der speziellen definierenden Relation T'&'’=%S"?T'? erhalten 
haben, wenn wir k=3 und l=2 setzen. Die Anzahl der Sub- 
stitutionen, die zu den Gleichungen (18) und (19) führen, ist nur 
eine Funktion vom Exponent der Operation S$’ bez. S in der 
betreffenden definierenden Relation und vom Exponent der 
Operation 7’ bez. T unabhängig, was auch aus der Betrachtung 
der Methode des rechtsseitigen statarischen Substituierens ohne 
weiteres hervorgeht. 

Die beiden Operationen 8%? T!(S%-1 TY-? bez. (S® T-1)k-2,Sk TI-2 
der Gleichungen (11) und (19), die in der durch die Gleichungen 
1S=S=:T! Se—=ı, T’=1] definierten Gruppe enthalten sind 
und mit den beiden Operationen S® bez. T’ gleiche Ordnung 
haben, zeigen eine gewisse Symmetrie. Die zweite Operation 
(S% TI-1)k-2 Sk TI-2 seht in die erste Operation über, wenn wir in 
ihr für | 

N; 
pa 4 
Sk —— TH 


‚gk-2 > Tı- 





setzen uud die erhaltenen Einzeloperationen zu einer neuen 
Operation, aber in umgekehrter Reihenfolge zusammenstellen, 
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Liegt eine spezielle definierende Relation zugrunde und will 
man nach diesem Verfahren aus der Öperation, die mit der 
betreffenden Potenz der Operation 8, deren Exponent in der 
definierenden Relation gegeben ist, gleiche Ordnung: hat, die 
entsprechende Operation herleiten, die mit der betreffenden 
Potenz der Operation T, deren Exponent in derselben defi- 
nierenden Relation gegeben ist, gleiche Ordnung hat, so 
muß man die erste Operation erst in die allgemeine Form 
$%-? TS TU? bringen, bevor man dieses Verfahren anwenden 
kann. Die Ausdrücke für die Anzahl der Substitutionen nl—1 
bez. nk—1,die zu den Gleichungen (11) und.(19) führen, zeigen 
dieselbe Symmetrie. 


$ 5. Unabhängigkeit der durch Anwendung der Methoden des 
statarischen Substituierens gefundenen Resultate von der Wahl 
der Ausgangsoperation. 


In $1 und $3 haben wir die Methoden des statarischen 
Substituierens auf die Operation S®T!SkT! angewendet. Die 
einfache Überlegung ergibt, daß wir zu genau denselben 
Resultaten gelangen, wenn wir die Methoden auf eine beliebige 
andere Operation anwenden. Der Vollständigkeit halber soll 
dies unter Zugrundelegung der durch die Gleichungen 


THE 
| 
Le 


definierten Gruppe für die Methode des linksseitigen statarischen 
Substituierens gezeigt werden, indem wir die allgemeine Operation 


Se RESTE 
als Ausgangsoperation wählen. | 
HS SLRTER 
ET TS T 
— $° TR KT Sy T0 
ie Ie TOR DS) ARE 


EL 


— g« TR2 9% TI gk-ı TI Sy-ı rd 
— $% TR (TS) ge pl gkimpigy-ı po 
— ga TP-3 gk TI gk-ı Pl gk-ı plgy-ı Tod 


— ge SET TS TO 

ET SET SITI 

— ‚ga gk pl-1 gk pl gk-2 T'( ‚ge-1 TUR gr Td 

= ge TTS), TESTS TRITT 

— g@gk PIE Sk TI gR-1 TI gK-2 MI gR-1 TIP gy-1 To 

— ge gk TS) ‚gk-1 pl gk-ı pl gik-2 pi (SH TI)? gr Td 
— ‚ga ‚sk mi-3 sk m! se r gel mt sE2 rt! Ai qm! a2 sy To 


— gkgat+kTiggk-2 RT ge pl ge ml ( Ski Aa a sy TJ 

— gkge+kplı (TS) Se pl Cole TE see ml (‚St 1a syıTJ 

— Skgetkpi-igk pi gk-2 pl ( gr PR gh-2 T' ge Ha sy Te‘ 

.— $kgatk NS ‚get plgk-2 pi (‚SH JE ge pl RR YES sy TJ 
ı — gkga+kmpl-2 gk pl gk-i pl gk-2 TI sgkıml ) 1-2 gik-2 pl ( sk-1 19'2 sy TI 


— Sek ga+kmpi 75%? pi (St JEASER gk-2 pl (6 pl 2 Sy TJ 
— gnkga+k TUST Se je ehle ge ml res NE syrıTd (23) 


Wir erhalten also durch Anwendung der Methode des links- 
seitigen statarischen Substituierens auf die allgemeine Operation 
S“-TPSYT°’... dieselbe Operation S*-? TI($%-1 TW)I-2, die mit der 
Operation S5® gleiche Ordnung hat. 

Der Vollständigkeit halber wollen wir auch noch für die 
Methode des rechtsseitigen statarischen Substituierens zeigen, 
daß wir genau dieselbe Operation ($x T!-1)k-2 Sk TI-2 finden, gleich- 
gültig auf welche Ausgangsoperation wir die Methode anwenden. 
Wir wählen als Ausgangsoperation 


se TP sy Te 

— $« TPUTS)SYT 

— gt TAI SE TISY TE 

— SE TEL SET TI SLT 
— $% TP-1 gk qI-ı gr pl sy TI 


— STREET TE 

SET SEE ES TB TG 

— ga TB-1 ( ‚Sk To Sk pl-2 Sk pl gk-ı pi pd 

— ga Tp-1 ( g% Tata ‚gk pI-2 gk pl-ı (TS) gel Ti 
— $« TR ( g# Der ‚Sk TI-2 Sk pI-ı gk pl gk-2 pl md 


— ge Tp-1 ( ‚g# Altar Sk pt-2 ( sk Ali k-2 gk pl-2 m gk pl+ dpi 

— ga Tp-1 (‚S® Te ‚Sk pi-2 (‚5% Ta ‚Sk TEARTS) Sk-ı Tl+ dpi 

— $% TR (GE TINy2 Sk MI-2 (‚gk pi) k-2 Sk DI-2.gik TU gk-ı ml +d mi 

— $* TR (GE THy-2 Sk TI (‚gk TI-1)k2 Sk TI Sk DT) ga TIt dl 
— ge TR-1 ( ‚gr SE - SET ( ‚gr Te ‚S® 712 gk TI-1 gk pl gi TIt dp! 


erde TB-1 (‚S® En Sk qi-2 [(5* kN k-2 g# ARE Tg% mi + del 

(23 a) — ga TR (S® Ihry3 Gr ‚Sk Ti-2 [(5* De k-2 ‚sk 73° TS# m! + drpmi 
Durch Anwendung der Methode des rechtsseitigen statarischen 
Substituierens auf die Operation $“TPS8YT® erhalten wir also 


dieselbe Operation ($*® TI-1)k-2 Sk T-2, die mit der Operation 7” 
die gleiche Ordnung hat. 


N 


| 2. Abschnitt. 


Die Methoden des kursorischen Substituierens. 


S$S 6. Allgemeine Betrachtung der Methoden des kursorischen 
Substituierens. 


Bei den Methoden des statarischen Substituierens handelt es 
sich lediglich um die erste bez. letzte Operation 78, für welche 
die auf Grund der definierenden Relation äquivalente Operation 
S® T! eingesetzt wird. Es liegt nun nahe, in dem jeweilig zu- 
grunde liegenden Ausdruck fortlaufend zu substituieren. Dabei 
gehen wir wiederum wie bei den Methoden des statarischen 
Substituierens von dem Ausdruck 
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den wir mit A bezeichnen, aus. Zur Bildung der durch S®T! 
zu ersetzenden Operationen 7'$S verwenden wir der Reihe nach 
die sämtlichen verwendbaren Einzeloperationen $ von A. Durch 
Ausführung dieser % Substitutionen TS—=s*T! erreichen wir 
eine Erhöhung des Exponent der Schlußoperation 7’ und gelangen 
zu einem Ausdruck, den wir mit A, bezeichnen. Die Gesamtheit 
der ausgeführten % Substitutionen bezeichnen wir als erste 
Durchführung der Methode des vorlaufenden Substituierens. Die 
Bezeichnung „Methode des vorlaufenden Substituierens* wählen 
wir zum Unterschied von der später zu besprechenden „Methode 
des rücklaufenden Substituierens“, bei der wir in analoger Weise 
von rechts nach links substituieren werden. Den Ausdruck A,, 


Ma 


der sich als Resultat der ersten Durchführung ergeben hat, legen 
wir den weiteren Substitutionen TS=S*T! zugrunde und 
verwenden zur Bildung der durch S*T? zu ersetzenden Öpera- 
tionen TS der Reihe nach die sämtlichen in dem Ausdruck A, 
enthaltenen verwendbaren S-Operationen. Wir bezeichnen die 
Gresamtheit dieser %? Substitutionen als die zweite Durchführung 
der Methode des vorlaufenden Substituierens und den resul- 
tierenden Ausdruck mit A,. Man sieht ohne weiteres, daß in 
dem Ausdruck A, der Exponent der Schlußoperation 7’ wiederum 
eine Erhöhung erfährt. Den Ausdruck A, legen wir nun den 
weiteren Substitutionen zugrunde, wobei wir zur Bildung der 
durch S*T! zu ersetzenden Operationen TS wiederum der Reihe 
nach die sämtlichen in dem Ausdruck A, enthaltenen verwend- 
baren S-Öperationen verwenden. Die Gesamtheit dieser %® 
Substitutionen bezeichnen wir als dritte Durchführung der Methode 
des vorlaufenden Substituierens. Der aus der dritten Durch- 
führung resultierende Ausdruck A, zeigt wiederum eine Erhöhung 
des Exponenten der Schlußoperation 7. Allgemein verstehen wir 
also unter der »ten Durchführung der Methode des vorlaufenden 
Substituierens die Gesamtheit der Substitutionen, die wir unter 
Verwendung der sämtlichen in dem Ausdruck A,_, enthaltenen 
verwendbaren S-Öperationen der Reihe nach zur Bildung der 
durch $S#T! zu ersetzenden Operationen T’$in dem Ausdruck A,.ı 
ausführen. Den aus der vten Durchführung resultierenden Aus- 
druck bezeichnen wir mit A,. Man sieht ohne weiteres, daß mit 
jeder Durchführung der Exponent der ersten 7-Operation um 1 
abnimmt. Nach der Iten Durchführung, die k! Substitutionen um- 
faßt, gelangen wir zu einem Ausdruck, den wir mit A; bezeichnen 
und in dem der Exponent der ersten Operation 7 gleich Null 
geworden ist. Die durch das Verschwinden dieser 7T-Operation 
unmittelbar aneinander stoßenden *-Öperationen fassen wir 
unter Addierung der Exponenten zu einer Operation zusammen. 
Die Gesamtheit der ersten / Durchführungen der Methode des 
vorlaufenden Substituierens bezeichnen wir als ersten Substitutions- 
gang. Den Ausdruck A; legen wir der (l+1)ten Durchführung, 
die nach denselben Prinzipien erfolgt und (k!-1) %-Substitutionen 
umfaßt, zugrunde. Nach Ausführung der (22— 1)ten Durchführung 
der Methode des vorlaufenden Substituierens, die (k!—1) kt! 


Be or en 


Substitutionen umfaßt, erhalten wir den Ausdruck As;.ı, in welchem 
der Exponent der ersten 7-Öperation wiederum gleich Null ge- 
worden ist. Die durch das Verschwinden dieser T7-ÖOperation 
unmittelbar aneinander stoßenden S-Potenz-Operationen fassen 
wir durch Addieren der Exponenten zu einer Operation zusammen. 
Die Gesamtheit der (l+1)ten bis mit (2/—1)ten Durchführung 
bezeichnen wir als den zweiten Substitutionsgang. Allgemein ver- 
stehen wir unter dem uten Substitutionsgang die Gesamtheit der 
K(u—1)!—- (u— 3)]ten bis mit [ul — (u — 1)]ten Durchführung der 
Methode des vorlaufenden Substituierens. Jeder aus einer Durch- 
führung resultierende Ausdruck zeigt eine Erhöhung des 
Exponenten der Schlußoperation 7, jeder aus einem Substitutions- 
gang resultierende Ausdruck zeigt sowohl eine Erhöhung des 
Exponenten der Anfangsoperation S$ als auch der Schluß- 
operation T. 


Das Gegenstück zu dieser Methode des vorlaufenden Sub- 
stituierens ist die Methode des rücklaufenden Substituierens. Wir 
gehen bei dieser Methode ebenfalls wieder von der Operation 
SkTISkT! aus, die wir mit B bezeichnen, und führen zunächst 
l Substitutionen TS—S"T? aus, indem wir zur Bildung der zu 
ersetzenden Operation 7'S der Reihe nach von rechts nach links 
die sämtlichen verwendbaren Einzeloperationen 7’ der Operation B 
verwenden. Durch / Substitutionen geht der Ausdruck B in den 
äquivalenten Ausdruck 5, über, in welchem der Exponent der 
von rechts her an lezter Stelle stehenden S-Operation eine Er- 
höhung zeigt. Die Gesamtheit dieser / Substitutionen bezeichnen 
wir als erste Durchführung der Methode des rücklaufenden Sub- 
stituierens. Den Ausdruck B, legen wir den nächsten /? Sub- 
stitutionen zu Grunde, bei denen wir zur Bildung der durch 8® 7” 
zu ersetzenden Operation TS der Reihe nach von rechts nach 
links die sämtlichen verwendbaren in B, enthaltenen 7-Opera- 
tionen verwenden. Nach Ausführung dieser /? Substitutionen 
geht der Ausdruck B, in den äquivalenten Ausdruck D, über, 
in dem wiederum der Exponent der von rechts her an letzter 
Stelle stehenden S-Operation eine Erhöhung zeigt. Die Gesamt- 
heit dieser l? Substitutionen bezeichnen wir als zweite Durch- 
führung der Methode des rücklaufenden Substituierens. Allgemein 


verstehen wir unter der »ten Durchführung der Methode des 
rücklaufenden Substituierens die Gesamtheit der Substitutionen, 
die wir unter Verwendung der sämtlichen in dem Ausdruck B,.ı 
enthaltenen verwendbaren 7-Operationen zur Bildung der durch 
SET! zu ersetzenden Operationen TS in dem Ausdruck B,_, 
ausführen. Den aus der »ten Durchführung resultierenden 
Ausdruck bezeichnen wir mit D,. Bei jeder Durchführung ver- 
mindert sich der Exponent der von rechts her an erster Stelle 
stehenden S%*-Operation um die Einheit und nach % Durch- 
führungen, die zum Ausdruck 5, führen, wird dieser Exponent 
gleich Null, und der Exponent der von rechts her an erster 
Stelle stehenden 7-Operation zeigt zum ersten Mal eine Erhöhung. . 
Die Gresamtheit dieser %& Durchführungen bezeichnen wir als 
ersten Substitutionsgang. Den Ausdruck BD; legen wir der 
(k+1)ten Durchführung zugrunde, die, wie man sieht, (I®— 1)! 
Substitutionen umfaßt und zu dem Ausdruck B;+ı führt. Die 
(2&k—1)te Durchführung der Methode des rücklaufenden Sub- 
stituierens, die (I*— 1)1*-! Substitutionen umfaßt, führt zu dem 
Ausdruck Bg;-ı, in welchem der Exponent der ersten S-ÖOperation 
von rechts her gleich Null ist. Die beiden 7-Operationen, die 
infolge des Verschwindens dieser S-Operation unmittelbar an- 
einander stoßen, fassen wir wiederum unter Addieren der 
Exponenten zu einer 7T-Operation zusammen. Die Gesamtheit 
der (k+1)ten bis mit (2%—1)ten Durchführung der Methode 
des rücklaufenden Substituierens fassen wir zu dem zweiten 
Substitutionsgang zusammen. Allgemein verstehen wir unter 
dem wuten Substitutionsgang der Methode des rücklaufenden 
Substituierens die Gesamtheit der [((u— 1)k— (u—3)]ten bis mit 
luk—(u— 1)|ten Durchführung, durch die der Exponent der 
ersten S-Öperation von rechts her des Ausdruckes Au-nx-(u-9: 
der der ersten Durchführung dieses Substitutionsganges zugrunde 
liegt, zum Verschwinden gebracht wird. 


Durch Anwendung‘ dieser beiden Methoden erreichen wir 
also ein periodisches Wachsen der Exponenten der Anfangs- 
und Endoperation. Gleichzeitig erhalten wir gewisse zusammen- 
gesetzte Operationen, die gewissen der definierenden Relation 
TS—= SFT! völlig analogen Gleichungen gehorchen. 


$ 7. Anwendung der Methode des vorlaufenden Substituierens 
auf die durch die Gleichungen 7'S'’=sS?T"”, S'’'=1, T'’'=1 
definierte Gruppe. 


Wir legen der Einfachheit halber zunächst wieder, wie bei 
den früheren Untersuchungen, die durch die Gleichungen 


Mo nul- 
se — 1 
A] 


definierte Gruppe zugrunde und bilden die Gleichung 
Ra: TS" ee 3 T'29'3 22} 


In dem Ausdruck auf der rechten Seite, den wir auf Grund der 
allgemeinen Erörterungen mit A’ bezeichnen, substituieren wir 
T'S'’=s'T'?:, indem wir zur Bildung der durch 83T’? zu er- 
setzenden Operationen 7" S’ die sämtlichen Einzeloperationen $" 
der an zweiter Stelle stehenden S’-Potenz- Operation verwenden. 
Wir erhalten 


TSTS— S'°T/(T/8)S'?T'° 
— ga Tg Tı2gı2 Tr 
— 3 TIgs Tı(TSY)ST'? 
— ge gs Tg Tag T'? 
— 83 78H SS T(T'S)T'® 
— SETSET/STTSET'T®, (24) 


Die erste Durchführung der Methode des vorlaufenden Sub- 
stitutierens umfaßt also 3 Substitutionen. In dem resultieren- 
den Ausdruck, den wir mit Ai bezeichnen, fassen wir 7"? als 
Endoperation auf, sodaß also der Exponent um 1 gewachsen ist. 
Den Ausdruck A, legen wir der zweiten Durchführung zugrunde. 
Die Verwendung der Einzeloperationen Ö der zweiten S-Potenz- 
Operation zur Bildung der durch $'°?T'? zu ersetzenden Öpera- 
tionen 7’ S’ ergibt folgende Substitutionen: 


— 30° — 


T.8!T1S— ST) SETS TEST 
= STARTEN 
— 84T DRIN DDr 
—, TI TESTS ET 
— HT SET TEN) TUN TS a 
— 9:78 VS TS 
Die Verwendung der Einzeloperationen S der dritten und vierten 
S-Potenz-Operation des Ausdruckes 4, zur Bildung der zu er- 
setzenden Operationen TS gibt folgende Substitutionen: 
Inn. 
EN TENNESSEE 
EEE EN NEM 
DIN BANN TE TEN ID I u 
— ne 1 89° 1’S > I PS 7 nen EE 
— 818 318 TS Je a TE Day Dos 
—= NAD SEI SET TS ET 
—= NT SOTSETPSR TAT DALE ar 
—= HT SET SP TAT TS DS A | 
= sg ISIS ET TS 9 L8FT287 7 DD Pe 
— HITS TS BT Se TEN Se TS EN 
— HP VS TE TAIET ST TINTE TS Dr 
25) = HT ST TSETIETT SI TSET STD TT 
Die zweite Durchführung umfaßt also 3? Substitutionen. Die 
ersten beiden Durchführungen bilden den ersten Substitutions- 
gang. Wir erkennen sofort, daß die folgenden Substitutions- 


gänge nur je eine Durchführung enthalten, was auch aus den 
allgemeinen Erörterungen sofort folgt. 

Den aus der zweiten Durchführung resultierenden Aus- 
druck A, legen wir der dritten Durchführung, die identisch ist 
mit dem zweiten Substitutionsgang, zugrunde. Die Verwendung 
der Einzeloperationen $ der zweiten und dritten S-Potenz- 
Operation ergibt folgende Substitutionen: 


snbenlsıInbsıSuberSenbsSsubıSenberdinberd 

unbenbsrS'unbers'ubsrSanbsrs'nb SS ubers 

snbenbsısnberstnbeSenberSuberseanbers 
unlenbsrstnbsıSnbersenbsrs'nbers(Sub)enbsrgubsıs'nd ers 
vn anbeıSubsıSunberSenbeıSubsrS'nbenbersubsrs'nbers 
TS ul aSulaıslend a SIE KEGS AE)ULE LS" 
snbanbsıSubsrS/nberSanbsısubsrs'nbıSenbsrsubers 
snLanbsıs'ubersgunbsrStenbeısnbers'nbrsGStub)nbers 
snbanbeıSuberSsuberSanberIgunbers uberSanbsıs' 

snlenbsrIubsıIubs Sen sıInbsıIuber sg bSub)enbsrsnbsrstubers 


Peek 


| :920nıpsnYy 9pu93[oF Iq1319 usuoye1odg-zusjog-S uodııan op g uauonerodojozum A9p SUunpusmIoA\ IQ 


3l 


vbanbers uber uberSanberIgubersnbers/ubsnbersnbersinbers | 
snbanbeıSnberSuberSenbersnberöubersend (STub)Inbsısubers‘ 
snbenberStnbeıSubsrSeanbsıSunbeıSuhbsrSenbıSenberö'nbers 
vnDenbesß'nberIubsısanksıß'nberI'nbersfend SI 6SuE)enbers 
snbanbeıSnberSunberSeanberS'nbsıSnbersanbersenberd 
wnbandsıSnbers'nberanbss'nbersgubarsanbarsbS'ub)anbesnbers'nbens 
snlenberSnbsr Sg ubsıSanbsrsnbers uber SenbeıS/ubenbssubers uber — 
snbanberSnbsıSubsıSeanberönbers'unbersenberdsind UPSEN OR ERSER ERS 
snLenbsıSnbsıSunbersenbers/ubsıS'nbers'enbers'nb sank ars'nh er — 
IE SER REIEISEN ESTER SAOSET EN RL eg 
unLanberSnbsı Sub erSeanb ss nbsıS'nbersfenbers'nbarnsand ers — 
CHR Lerßlend a Snbasnbenend une AL = 
Subıs' nk 
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ART rn a ee A un ak 
sabanlıSeanberöubeıs 
vuband ıSGbSuE)ubsıS j SPA j r Be j ; j ER TE 
sulhenbarsenl ers N A 
eh LeSuLers ' 
snbanb er nLbanberSubeıSulers' ä 
vnbanbsrSnb6SuE)ubsrSubsrst ' 
vubenlh ers nl ıSanlh er ul eıS' 3 
rubanbers'nb S6SuE)ubers‘ ' 
rnlanl ers uber al sr ; ; j j i j h 
vuband sıS' uber (Senke ubsıstube,s 
vubeanberö nberönbendbersnbersubers‘ 
vubenbsıS'ubsıstub GSub)ubsısubers 
vnbanberö'nbers'unbıSanlbers'nbers 
tulenberst aha ah ass 
vnbeanb sd nberSuberS'anl ers 
vnbanb ars uber uber (Sul)enbarsnbsrSubers 
vubenberS'nberS'unberönbenberönbersuberd 
vubanb ers unbe uberSanb GSub)nbers'nbers ' 
sub anb eıS unberönLer Sean ıSanberönbers 
vnbanbsrSuberS'ubersanb I 6Sub)ubers ' 
rubanlb sıö' nL ers uber Sanlhar Sander j 
vubenbsıs ubeıS'nbeıSenbersGSuL)enbsr Sub sıSubers‘ 
sulanlbsıö nLsrönberSanbers'nb anders nbers'ubers 
I ET TS PETISEN RRTISIH RTISEN ROSEN IR ERSIN FERN) 


32 


BEEZEEEZEgEEZEZEEEEEgEEr 


Wir erhalten also 
ee BB N SEE SS RE TE a LE 
SEASONS DEN S HEN BENENNEN 
SIE TIEREN EHESTEN EDS A EZ N (26) 
Die dritte Durchführung der Methode des vorlaufenden Sub- 
stituierens, die identisch ist mit dem zweiten Substitutionsgang, 
umfaßt also (3?—1)3 Substitutionen. Die Exponenten der 
Anfangsoperation Ö& und der Endoperation 7 des resultieren- 
den Ausdruckes, den wir mit Az bezeichnen, zeigen wiederum 
eine Erhöhung um 3 bez. 1. 

Den Ausdruck A; legen wir der vierten Durchführung, die 
identisch ist mit dem dritten Substitutionsgang, zugrunde und 
erhalten nach [(3?—1)3—1]3 Substitutionen den Ausdruck As: 
ES RSE RS E72 ET SET EET ESP T'SET’S"T° 

WTPTSRFTE DEN BESSER Ba SE Ka 
BETEN DEZE SEI HUN EN SS LE 
DNS TESTS ET NET SET 7%2 
EEE ERS ANETTE IDEE EST RT SEINE ER IE 
EIBRESESEETNENRNDR SNER TEN IS RER 
STETTEN DH AAUN DH ETSEH RISIN RISK bin 
EST SEEN BEN EEE RT EIS E SEE E (27) 
Überblicken wir die erhaltenen Ausdrücke (24), (25), (26) und (27), 
so erkennen wir sofort eine gewisse Gresetzmäßigkeit. Führen 
wir nämlich folgende Abkürzungen ein: 
pi—=b®T | 
= $°T'S3T/S3T'? (28) 
ee TS ET SET 8 TS SIT SETS 373 
TS EIN SEETIS ET SEHE? SEE SE 7IS4E7\? 
EST SB TE SEITE SITE NET SE TE STE 
RS 257 7 TESTSEITE 
so gehen die Gleichungen (24), (25), (26) und (27) über in 


TS! T'S'— 8'157 873 T'pl? T'® (24a) 
TS TS — 8'783 T'ol T'p? T% (25) 
TS T'$' = 8'179" T'pl Tg T'pl? T"5 (26a) 
TETE—-HRTSSTHTHTpT pr T*. (27 a) 


Burkhardt, 3 


EN 


Den Ausdruck Aj legen wir der fünften Durchführung, die 
identisch mit dem vierten Substitutionsgang ist, zugrunde und 
erhalten nach {[(3?—1)3—1]3—1}3 Substitutionen den Aus- 
druck 4;, 


(29) IST IE TS To Do To: Da 
wobei wir setzen 


EDIT TISE FAST SAT SET U TEN AU 
BAT II SETS TIAT SIR ED AL AE Ne 

92 SETS ET TE TS IT DECUUNIEI RE 

SET SETS TYETISE TS ETAAST DU RNEEEE 

(29a) ATIOT SS T IE TPSEATYS STARS EIN ET 
83 182 VITA ET SETS LAS TED 
DETDETI FTSE TS TSETRAS TS 

BE TUE ZU ETUI USE TESTSEITE 

818 TS TS 3 77 3928 TU SIE TS EN TE Er 


Überblicken wir die Formeln (28) und (28a), so erkennen 


wir zwischen den Operationen 91, 92, 93, 94, 95 sofort folgende 
Beziehungen: 


p=yp'T 
I“ p—p’T 
(30) oi= 943 T' 
9=9P°T" 


Jede der Operationen 9;, @3, 93, P4, 95, die durch die Gleichungen 
(28) und (28a) definiert sind, läßt sich aus der vorhergehenden auf 
dieselbe Weise herleiten wie diese aus ihrer vorhergehenden. 
Die weiteren Durchführungen der Methode des vorlaufenden 
Substituierens ergeben die weiteren Operationen 96, 97... die, 
wie wir vermuten, und wie längere Rechnungen zeigen, denselben 
Gesetzen unterworfen sind. 

Um weitere Beziehungen zwischen den Operationen 91, @2... 
zu finden, liegt es nahe, die Ausdrücke 7’oi1, T’pg... zu bilden 
und auf diese die Methode des vorlaufenden Substituierens 
anzuwenden. Durch Anwendung dieser Methode auf den 
Ausdruck T’pi—=T’S'®T‘, wobei wir zur Bildung der durch 
S'®T'? zu ersetzenden Operationen 7‘S’ der Reihe nach die 


Sn. 


sämtlichen Einzeloperationen 5’ der S’-Potenz-Operation des 
Ausdruckes 7’ S’?T’ verwenden, erhalten wir 


HE a 
SRH ERNEN NENNE 
EB SET?. 
Setzen wir 9 —=8"?T'S':T’S'?’T'?2, so geht die letzte Gleichung 
über in Polo T". (31) 
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung rechts mit 71, 
so erhalten wir Top TA 4. (32) 


Der Ausdruck @3 entsteht also durch Transformation mit 7’! 
aus dem Ausdruck gı. Setzen wir in der Gleichung (31) für @ 
den Wert aus der ersten Gleichung von (30) ein, so erhalten wir 


ae (33) 
Der Ausdruck 9 gehorcht also einer der definierenden Relation 


völlig analogen Gleichung. 


Zwischen den Ausdrücken 3 und 3 finden wir entsprechende 
Beziehungen, wenn wir die Methode des vorlaufenden Sub- 
stituierens auf die Operation T’og = T'S':T’S'®T'S'®T’? an- 
wenden, indem wir zur Bildung der durch $°?T'’? zu ersetzenden 
Operation 7’ 8’ der Reihe nach die sämtlichen Einzeloperationen $’ 
des Ausdruckes T’$’?T'S'’®T'8'3T'? verwenden. Wir erhalten: 


Be 22 5272 521° 578 SEE TEEN SETS TE 
Setzen wir auf Grund der Definitions-Gleichungen (28) 

Be BE TER TUST 8 VERTIEFT ERTISETN HET 
so finden wir T’a=9T". (31a) 
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung rechts mit T’!, 
so erhalten wir Tote, (32a) 


Der Ausdruck g entsteht also durch Transformation mit 7’! 
aus dem Ausdruck 2. 
3*F 


en 


Setzen wir für 9 den Wert aus der zweiten Gleichung 
von (30) ein, so erhalten wir 


(33 a) Tan us, 


Der Ausdruck 3 gehorcht also ebenfalls einer der definierenden 
Relation 7'S’—=$'’T'‘? völlig analogen Gleichung. 

Bis jetzt haben wir die Ausdrücke 91,93...psals Abkürzungen 
für die bei der Durchführung der Methode des vorlaufenden 
Substituierens erhaltenen Ausdrücke der Operationen S’ und 7’ 
und also die Gleichungen (28) als Definitionsgleichungen der 
Ausdrücke 91, 92 ...s aufgefaßt. Die Gleichungen (30), die uns 
die Beziehungen zwischen zwei benachbarten Ausdrücken o’ 
angeben, leiteten wir aus diesen Definitionsgleichungen ab. Für 
das folgende wollen wir nun aber die Betrachtungsweise 
umkehren und die Gleichungen (30), die wir noch durch die 
beiden Gleichungen 

y—S 


p—gp®T 
ergänzen, als Definitionsgleichungen auffassen. Die Bezeichnung 


o'=s" führen wir aus rein formalen Gründen ein. Das System 
der neuen Definitionsgleichungen lautet also: 


Di 
pi—p*T 
Ce ET 
(30a) METER 
ee rl 
EL RR he 


Durch diese Gleichungen haben wir auf einfache Weise die 
Ausdrücke 91,93... bis zu den höchsten Indizes definiert. Man 
erkennt auf den ersten Blick das zugrunde liegende Bildung's- 
gesetz dieser Definitionsgleichungen. Jeder Ausdruck wird aus 
seinem vorhergehenden genau auf dieselbe Weise gebildet, 
wie dieser aus seinem vorhergehenden. Aus den Definitions- 
gleichungen (30a) lassen sich die Gleichungen (28) sofort ohne 
Hilfsbetrachtungen als Folgerungen herleiten. Diese neue 


HER 


Auffassung hat den Vorteil, daß sich die Gleichungen (31), (32), (33) 
bez. (31a), (32a), (33a) und die entsprechenden Gleichungen mit 
höheren Indizes sehr einfach durch Anwendung der abgekürzten 
Methode des vorlaufenden Substituierens auf die Operationen 
T'oi, T’os ... herleiten lassen. Die Anwendung auf den 
Ausdruck T’oı—=T’S’?’T' gestaltet sich genau so wie früher 
und führt zu den Gleichungen (31), (32) und (33). 

Auf die Operation T’og—= T'oi?’T' läßt sich die Methode 
des vorlaufenden Substituierens in abgekürzter Form anwenden, 
indem wir anstatt der Substitutionen T’S’=%&'?T'? auf Grund 
der Gleichung (33) die Substitutionen T’oi=91°’T'? ausführen 
und zur Bildung der durch 91°?T’? zu ersetzenden Operationen 
T'oyı der Reihe nach die sämtlichen Einzeloperationen 1 des 
Ausdruckes 7’o1?T’ verwenden. Wir erhalten 


T’e=(To)pr’T 
— 9/3 T'?pi? T" 
= FF )aT 
— p13 T'’o/3 T’?gi T' 
= or Lo’ T(T’p)T 
— pP To ToBT'T“. 


Auf Grund der Definitionsgleichungen geht die letzte Gleichung 
über in 

om al. (33a) 
Damit haben wir die Methode des vorlaufenden Substituierens 
an dem Ausdruck T’a=T'pi’T' in der abgekürzten Form 
unter Anwendung von 3 Substitutionen 7T’oi=91°7'? durch- 
geführt. Jede explizit ausgeführte Substitution umfaßt implizit 
3 Substitutionen 7T’S'—=S':T'?. Für 93°T' setzen wir @ und 
finden die Gleichungen (31a) und (32a) 


Toa=9T" (31a) 
Tess en: (32a) 


Auf die Operation T’o—=T’pz°’T’ läßt sich die Methode 
des vorlaufenden Substituierens ebenfalls in abgekürzter Form 
anwenden, indem wir anstatt der Substitutionen 7T’S’—= $"?T"? 


ht 


die Substitutionen 7’oa—= 93°?T'? ausführen und zur Bildung der 
durch @3°T’? zu ersetzenden Operationen 7’og der Reihe nach 
die sämtlichen Einzeloperationen »g des Ausdruckes 7'937’ ver- 
wenden. Wir erhalten: 


Tp—(TppRT' 
— 943 Tg? T' 
TDG 
— 983 T'p43 T'2p, T’ 
= TFT 
— ee 1 Do Io Det 


Auf Grund der Definitionsgleichungen geht die letzte Gleichung 
über in 
(33 b) Tp=gp’T”. 


Der Ausdruck 3 gehorcht also ebenfalls einer der definierenden 
Relation 7’$’—= $°?T’? völlig analogen Gleichung. Damit haben 
wir unter Anwendung der Substitutionen T’o=93°’T'? die 
Methode des vorlaufenden Substituierens an dem Ausdruck 
T'’os° T’ einmal durchgeführt. Jede explizit ausgeführte Substitution 
T' 3 = 94? T'? umfaßt implizit 3 Substitutionen T’p/ —= pi? T'? bez. 
3? Substitutionen 7’S’—= $’?T’?. Setzen wir in der Gleichung (33b) 
auf Grund der Definitionsgleichungen 9°?7T'=oi, so erhalten wir 


und 
(32b) TpT"—gi. 


Der Ausdruck %; entsteht also durch Transformation mit 71 
aus dem Ausdruck 93. 


Auf dieselbe Weise leiten wir die analogen Beziehungen 
für die Ausdrücke mit höheren Indizes ab. Die allgemeinen 
Gleichungen dieser Art lauten 


(33) I ei 
(310) Top T" 
(32c) Po Dt. 


m 


a 


Es erübrigt sich hier, die Richtigkeit dieser Gleichungen durch 
den Schluß von n auf n+1 unter Annahme der Richtigkeit der 


Gleichungen 
g T' on. = 943, T'? 
Tpilı=giT 
Ton T = on 
nachzuweisen. 


Satz XV: Die sämtlichen Ausdrücke 9‘, 91,9%..., die 
sich bei der Ausführung der Methode des vorlaufenden 
Substituierens ergeben haben und die durch die Gleich- 
ungen (30a) definiert sind, gehorchen also bestimmten 
Gleichungen, die derdefinierenden Relation T'S’—$'?T’? 
völlig analog sind und lassen sich der Reihe nach durch 
Transformation mit T”! aus dem vorhergehenden Aus- 
druck ableiten. 


Diese letztere Gesetzmäßigkeit der Herleitung der Aus- 
drücke 9‘, 1... aus dem vorhergehenden durch Transformation 
mit 71 ist äquivalent dem Bildungsgesetz, das dem System der 
Definitionsgleichungen zugrunde liegt, und könnte ebenso zur 
Definition der Ausdrücke 9’, 91, 92... benützt werden. 


Es drängt sich uns nun die Frage auf, ob die Reihe der 
durch die Gleichungen (30a) definierten Ausdrücke 9’, p1... 
eine endliche oder unendliche ist, und wieviel verschiedene Aus- 
drücke gegebenenfalls existieren. Zur Beantwortung dieser 
Frage gehen wir von der Gleichung (32) aus 


a or len (32) 


Für 9 setzen wir auf Grund der definierenden Relation 
T’S'’=S'?T'?’ und der Definitionsgleichungen 


Dia 
Gleichung (32) geht dann über in 
RE Ä 
Setzen wir diesen Ausdruck für @3 in die Gleichung (32a) ein, 


so erhalten wir ol T'3p! 77, 


BT 


Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir folgende 


Gleichungen: o!— T'p' Tri 


9 = EDER 
93 — ER 
the. 


(34) 


Ist r’ die Ordnung der Operation 7’ so ist 


97 == TE 


also 
ya ed 4 
(35) ee 
Für die folgenden Ausdrücke @,:,,, 7'r2... erhalten wir 


vn z’+1 -(tT'+1 
9,41 =T' p'T" ’ 


— a: er 
ER 
Analog‘ finden wir PP 
Pr'+3 = P3 


Der Ausdruck 9@5,: ist 
= Tg T 

also 

(35a) Pr'—=p'. 


Die folgenden Ausdrücke 9,41, Par'ra.. . Sind gleich 


Pr Pi 
Par'+2 = 98: 
AI N ilt d / 
ge gi pp 
( ) Pr Pi 


wobei » eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Wir haben 
also folgenden Satz gefunden: 


Satz XVa: Die Ausdrücke 9,91... habenr’ und nur7r‘ 
verschiedene Werte, und die gleichen Werte wiederholen 
sich periodisch mit der Perioder‘. 


A 


Wenn zwei Ausdrücke p, und 9, einander gleich sind, so 
besteht zwischen den Indizes » und u die Kongruenz 


v=umod r', (36) 
Eine geringere Anzahl verschiedener Werte als ’ können die 
Ausdrücke o' oı.... nicht haben; denn wäre z.B. 
9,—P' 


wobei »<r ist, so müßte, wie ohne weiteres ersichtlich ist, da 
wir (vergl. $1, S.5) die Komposition der Operation 8’ und der 
Potenzen von 7’ als nicht kommutativ voraussetzen, 7”” gleich 1 
sein, was aber einen Widerspruch bedeutet, da r’ die Ordnung 
der Operation 7’ bezeichnet und keine Potenz von 7‘, deren 
Exponent kleiner als r’ ist, gleich der Identität sein kann. 


Bevor wir weiter auf die Eigenschaften und die Bedeutung 
der Ausdrücke o’, gi ... eingehen, führen wir die auf Seite 34 
unterbrochene Methode des vorlaufenden Substituierens mit Hilfe 
der inzwischen gewonnenen Kenntnisse fort. Im Ausdruck 4; 
verwenden wir zur Bildung der durch $'37'? zu ersetzenden 
Operationen 7’S’ zunächst die drei Operationen $° des Aus- 
druckes 8'?. Wir erhalten 


TE TE = THSTTOTET HT HT pET 
— ge 7 THTHT HT GET" 
88 SET THTKTETGET 
— HET IE TAI TAT T' HT piT'p?T"' 
— HE PBTTS)TETATHTATpT" 
— g8 PET SBTrTOTETHTpT ET". 


(37) 


Die weitere Durchführung der Methode des vorlaufenden Sub- 
stituieres erfolgt in abgekürzter Form, indem wir anstatt der 
Substitutionen 7’S'—= 8'?T'? die Substitutionen T’o=g1°T'*, 
T'o—=v°T'?... ausführen und zur Bildung der durch 91°T7'?, 
9®T'?... zu ersetzenden Operationen 7’oı, T’opa... der Reihe 
nach die Operationen 91, p9... des Ausdruckes A; verwenden. 
Wir erhalten: 


BR 


TE SERD! 
— $'18 T'g'8 ee, T'oT'o3 Foto 
— 18 TU gı3 TS 29/8 72T’ T'9l T'pi TH? 7"? 


u g'18 T'g'3 Tg 7? PT ıog! 7'758 T?o4° 1: ?008° Le 
Unter Benutzung der Definitionsgleichungen geht dieser Ausdruck 
über in den Ausdruck Ag 


TI TE = NET ST Tall ro ee 
Damit haben wir die Methode des vorlaufenden Substituierens 
unter Anwendung von 


([@®—19)3—-1]3—-133—-)3=3+3+3?+3°?+3+35°+3° 
| er REER 
2 

explizit bez. implizit ausgeführten Substitutionen 7’S’—=$'T'? 
zum sechsten Mal durchgeführt. Die erste Form des Ausdruckes 
für die Anzahl der explizit bez. implizit ausgeführten Sub- 
stitutionen ergibt sich aus den allgemeinen Betrachtungen des 
$ 6, die zweite Form aus den Betrachtungen der abgekürzten 
Ausführung der Methode des vorlaufenden Substituierens. 

Mit Hilfe des Schlusses von n— 1 auf n, dessen Ausführung 
wir uns hier ersparen, da sie vollständig analog der sechsten 
Durchführung der Methode des vorlaufenden Substituierens ist, 
können wir streng‘ zeigen, daß wir nach n Durchführungen der 
Methode des vorlaufenden Substituierens bez. a — 1 Substitutions- 
gängen zu der Gleichung gelangen 


38) 7ITS—=SrTS To TR T’T... lo 
Dabei umfaßt die nte Durchführung der Methode 


u 
re" 


explizit bez. implizit ausgeführte Substitutionen 7’S’— $'?T’?, 





zn 





Die Gleichung (38) können wir noch auf eine andere Form 
bringen. Auf Grund der Gleichungen (35) und (35a) und der 
aus ihnen gezogenen Folgerungen gilt die folgende Gleichung 


(39) all, Delodtr, hal 


he LITE 


wobei 7‘ die Ordnung der Operation 7’ und » eine beliebige 
positive ganze Zahl bedeutet. 
Setzen wir in der Gleichung: (38) 


Bali 4 
so erhalten wir n—=vU+l 


Tıgı. TıSı — g3wWr'+ VIESUTEN GIER EN Made (38 a) 


Der Ausdruck op’, ,,.istnach (35b) gleich p{, die Operation T’r?+3 
reduziert sich, da z‘ die Ordnung von 7” bedeutet, auf 73. Die 
Gleichung (38a) erhält also die Form 


Ber Stv Tr yngaT To"... Talea Rn, (085) 
Aus der Gleichung (38b) lassen sich eine Reihe interessanter 


Schlüsse ziehen, die teils bekannte, teils neue Tatsachen ent- 
halten. Wir wollen dies jedoch erst später tun. 


$ 8. Herleitung der Ausdrücke 9‘, 9i, 92... und ihrer Be- 
ziehungen durch Transformieren der definierenden Relation 
EEE EU I 
Die Ausdrücke o‘, #1, 9... und ihre gegenseitigen Be- 
ziehungen, die wir durch Anwendung der Methode des vor- 
laufenden Substituierens gewonnen haben, lassen sich auch direkt 
aus der definierenden Relation 7’S’—= S’?T’? durch Vornahme 
gewisser Transformationen herleiten. Wir multiplizieren zu diesem 
Ende beide Seiten der definierenden Relation T’&’—=8'?T’? 
rechts mit 7’! und erhalten: 
N 


Setzen wir 


so geht die letzte Gleichung über in 
Dee n 


Beide Seiten dieser Gleichung multiplizieren wir dreimal mit 
sich selbst, d. h. wir potenzieren mit 3 und erhalten die Gleichung 


ol u. 


BR 7.00, a 
Durch Multiplikation beider Seiten rechts mit 7” geht diese 
Gleichung über in Tip Tı Pr —gplaT”, 


Setzen wir 
93 > 1 “ 12 


so finden wir, da @'?T’—=oıi ist, 
Ian: 


Potenzieren wir beide Seiten dieser Gleichung wiederum mit drei, 
multiplizieren beide Seiten rechts mit 7’ und setzen 
= p’T", 
so erhalten wir 
IE NS 


In dieser Weise können wir nun fortfahren und gelangen zu 


dem Satze: 
Definieren wir die Ausdrücke 9‘, @/... durch die Gleichungen 


op‘ = ‚g' 
pi—=gp"T 
a=ypi’T' 
el re Br 
so gelten zwischen je zwei benachbarten Ausdrücken die 
Gleich 
eichungen T'p' Tg! 
TpT"—oa 
Tan Iren; 


Tode 
Aus diesen Gleichungen leiten wir sofort, indem wir beide Seiten 
der Gleichungen rechts mit 7’ multiplizieren, die folgenden 


Gleichungen her: T'o'—o;T' 
Tier ou 1 
T'9p=9T' 


Tour 


WAR NER 


Durch Einsetzen der Werte aus den Definitionsgleichungen für 
die Operationen 91, og... erhalten wir aus den letzten Gleichungen 
die der definierenden Relation 7'S’—=8$'?T’? entsprechenden 
Gleichungen: 


Et 4 Ni 
Tpi=g’T 
I’p—gp°’T'? 


Tp,—=g/T°. 


$ 9. Anwendung der Methode des vorlaufenden Substituierens 
auf die durch die allgemeinen Gleichungen 7S= S"T!, S’=1, 
T’=1 definierte Gruppe. 


Die Anwendung der Methode des vorlaufenden Substituierens 
auf die durch die allgemeinen Gleichungen 


N une 

81 

ER 
definierte Gruppe führt ebenfalls zu gewissen Operationen, die 
den Operationen 9‘, oı, pa... analog sind und die wir mit 
9, 21, %g : .. bezeichnen wollen. Bevor wir an die Durchführung 
der Methode des vorlaufenden Substituierens herantreten, unter- 
suchen wir erst die Ausdrücke 9, 9,, 9, ... und ihre Beziehungen. 


Wir definieren die Ausdrücke o, o, ... durch die Gleichungen‘ 
deren Bildungsgesetz ohne weiteres klar ist: 


9—8 

Ri p" yes 
9% —=pTN 
ar 2 Br. 


Aus diesen Definitionsgleichungen ergeben sich sofort die 
Ausdrücke in den Operationen $ und 7 


EN Auge 


9—Ö 
9, = STH 
(1) (TAT 


N ( Sk Tr ESS TI 
p9,= I[(S® T)% Tr Tyk Pi, 


Die Beziehungen zwischen den Größen 9, @,, 9, ... leiten wir 
zunächst wiederum wie bei den Ausdrücken »', 91,92... durch 
Anwendung der Methode des vorlaufenden Substituierens auf 
die aus den Definitionsgleichungen (40) durch linksseitige 
Multiplikation mit 7 sich ergebenden Gleichungen 


Do el 
To, Am er klin 


her. Die Beziehungen zwischen den Operationen @ und o, er- 
geben sich direkt aus der definierenden Relation TS—=SKT! 
unter Benützung der ersten beiden Definitionsgleichungen (40) 
bez. durch rechtsseitige Multiplikation beider Seiten der definieren- 
den Relation mit 71. Wir erhalten 


(42) Tp=g* TH 
(43) Tp=pT 
(44) Tea 


Der Ausdruck 9, entsteht also durch Transformation mit 7-1 
aus dem Ausdruck 9. 


Um die Beziehungen zwischen den Ausdrücken , und 9, 
zu finden, gehen wir von der aus der zweiten Definitionsgleichung 
durch linksseitiges Multiplizieren mit 7 folgenden Gleichung 


Toy, — TSk TI 


aus und führen in dem Ausdruck TS® T1 die Methode des vor- 
laufenden Substituierens einmal durch, indem wir zur Bildung 
der durch $S*® 7" zu ersetzenden Operationen 75 der Reihe nach 
die sämtlichen k Einzeloperationen $ verwenden. Wir erhalten 


ee ee 


INS BEN D 
— $%k TI Sk pr 
— $kTIA(TS) SR TI-1 
— Sk TI-1ı gk TI Sk TI- 
— Sk TASK TIA (TS) SR TI 
— Sk TI-1, Sk PI-1 Sk TI SK-s TI-1, 
Nach % Substitutionen T’S=S*T’ erhalten wir die Gleichung 
Top, = (SE THIRT, 


die unter Benützung der zweiten Definitionsgleichung (40) in die 
F üb ht 
orm überge Ba (42a) 
Der Ausdruck o, gehorcht also einer der definierenden Relation 
völlig analogen Gleichung. 
Für p% 771 setzen wir auf Grund der Definitionsgleichungen 
und erhalten 
es Tp=pT. (43 a) 
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung rechts mit 7-1, 
so finden wir EN (443) 
Der Ausdruck o, entsteht also durch Transformation mit 7-1 aus 
dem Ausdruck 9,. 


Um die Beziehungen zwischen den Operationen , und 9, 
herzuleiten, gehen wir aus von der Gleichung 


Ta, =Ty TH 


und führen in dem Ausdruck Ty*T”! unter Anwendung der 
Substitution en: 

die Methode des vorlaufenden Substituierens in der abgekürzten 
Form durch, indem wir zur Bildung der durch g*T’ zu ersetzen- 
den Operationen 7’, die sämtlichen Operationen p, der Potenz- 
Operation of verwenden. Wir sehen ohne weiteres, daß jede 
explizit ausgeführte Substitution To, =g*T" implizit k Sub- 
stitutionen TÖS—=S#T! umfaßt. Wir erhalten: 


T9,=(Tp)e IT 

= of m Ge Ti 

= A TUTo)e TI 

— TH Tg TH 

= HTARATelTo)P RT 

— gk TH gk TH gk Tigk TA, 
Nach % explizit ausgeführten Substitutionen To, =YFT! bez. k? 
implizit ausgeführten Substitutionen TS S®T? erhalten wir die 


Gleichung ee (gi TR Ti, 


Diese Gleichung geht unter Benützung der dritten Definitions- 
gleichung (40) über in 
(42 b) T9,= ph 18 


Der Ausdruck p, gehorcht also wiederum einer der definieren- 
den Relation völlig analogen Gleichung. Setzen wir für 971 
auf Grund der Definitionsgleichungen @,, so erhalten wir 


(43 b) T9,—=9T. 


Durch rechtsseitige Multiplikation beider Seiten mit 7-1 geht 
diese Gleichung über in 

1, 1"=9. 
Der Ausdruck 9, entsteht also aus dem Ausdruck 9, durch 
Transformation mit 71, 


Um allgemein die Beziehungen zwischen den Ausdrücken 9, 
und +1 herzuleiten, setzen wir die Gleichung 


Ty, = H,T 


als richtig voraus und führen die Methode des vorlaufenden Sub- 
stituierens in der abgekürzten Form unter Anwendung der Sub- 
stitution Tp,_, —=gp*_,T’ an dem aus der (a+1)ten Definitions- 
gleichung (50) sich ergebenden Ausdruck 

Tp, — Tt_ Tr 


n 1 


einmal durch, indem wir zur Bildung der durch p% _,T! zu er- 
setzenden Operation T’o„_, die sämtlichen % Operationen @,_ı 


verwenden. Jede explizit ausgeführte Substitution To, , =g*_,T’ 
umfaßt implizit % Substitutionen Typ, „—=gp* ‚T', bez. k? Sub- 
stitutionen To, „= ,„T’... bez. kr! Substitutionen TS = S*T!, 
Wir erhalten nach %k explizit ausgeführten Substitutionen 7'o,_, 
— o% _T! bez. k* implizit ausgeführten Substitutionen T’S=S#T’ 


die Gleichun 
g Tp, A (gk Re TIryk TI, 
die unter Benützung der (n+1)ten Definitionsgleichung übergeht in 
Tp,= HT. (42) 


Die allgemeine Operation @, gehorcht also ebenfalls einer der 
‚definierenden Relation völli@ analogen Gleichung. Aus der 
Gleichung (42c) erhalten wir durch Anwendung der (Rn + 2)ten 
Definitionsgleichung (40) die Gleichung 


Top R (43) 


Ant 


aus der wir durch Multiplikation rechts mit 7! die Gleichung 


Ty,T"= (44) 


Pa 


herleiten, Die allgemeine Operation o,,, läßt sich aus der vor- 
hergehenden Operation @, durch Transformation mit 7’ herleiten, 
Wir können also jetzt folgenden Satz aussprechen: 


Satz XVI.. Die sämtlichen Operationen 9, 9,, %:- 
die sich durch Anwendung der Methode des vorlaufen- 
den Substituierens auf die durch die Gleichungen 


DN==SECH} 
Ds] 
= 


definierte Gruppe unter Benützung des Ausdruckes 
.SETISKT! als Ausgangsoperation ergeben und die durch 
die Gleichungen (40) definiert sind, gehorchen be- 
stimmten der definierenden Relation T$= $S*T! völlig 
analogen Gleichungen und lassen sich der Reihe nach 
durch Transformation mit 7! aus der vorhergehenden 
Operation herleiten. 
Burkhardt. 4 


Be et 


Die letztere Gesetzmäßigkeit ist äquivalent dem Bildungsgesetz, 
das den Definitionsgleichungen (40) zugrunde liegt, und könnte eben- 
falls zur Definition der Operationen 9, @,, 9,... verwendet werden. 


Es taucht nun die Frage auf, ob die Reihe der Operationen 
%,91,%5 :. . eine unendliche ist, oder ob die Verhältnisse ähnlich 
liegen wie bei den Operationen 9‘, 91, 9%... Zu diesem Zwecke 
setzen wir in der Gleichung (44a) für 9, den Wert aus (44) ein, 
wodurch wir die Gleichung 


(45)  TyT2—9, 


erhalten. Diesen Wert setzen wir in die Gleichung (4#b)"ein 
und finden 


| Pappe 
(45 a) N rs 
Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir für 9, den’ Wert 


Wir sehen also: 


Satz XVIa: DieReihe der Öperationeno, go, ....enthältr 
und nur r verschiedene Operationen, wobei r die Ord- 
nungszahl der Operation 7 bedeutet. 


Es ist ToT'=g,=y 


TTS; =, 
Sr EN ee 


2T+l macıı _ ee 
L eT TE Par kei 


Eine geringere Anzahl verschiedener Werte kann die Reihe 
9,9%, ... auf Grund analoger Betrachtungen wie früher nicht 
haben. Die gleichen Werte wiederholen sich periodisch mit der 
: Periode . Wenn zwei Ausdrücke Pu und 9,. gleich sind, so 
besteht die Kongruenz 7 
vy=u mod r. 
Mit ‘Hilfe “der Ausdrücke 9,9, ... und ihrer Beziehungen 
gestaltet sich die Durchführung der Methode des vorlaufenden 
Substituierens sehreinfach. Wir gehen wiederum von der Gleichung‘ 


ISID—=DaI Der 


ET 


aus und führen die Methode des vorlaufenden Substituierens 
unter Anwendung der Substitution T’IS=S*T” an dem Ausdruck 
S®T!S*T?, den wir..mit A bezeichnen, durch, indem wir zur 
Bildung der. durch ‚S*T” zu ersetzenden Operation TS die sämt- 
lichen _ Operationen, $ des zweiten Ausdruckes S* verwenden. 
Wir erhalten folgende Gleichungen 


DIES SET TS\DEET 
— Sk TI-ı Sk TI, gk-ı MI 
— $k TASK TA (TI) SK-2 TI 
— ‚Sk TI-1 Sk N-1ı,Sk TISK-a TI, 
Nach % Substitutionen erhalten wir 
TSTS—= S* Tri S% TOI(SK TIA)kAı Ti+1, (46) 


Setzen wir .auf. Grund der Definitionsgleichungen FH TH!—Y, ,' 
so geht Gleichung: (46) über in 

SS N a tee Ku (46 a) 
Die erste Durchführung der Methode des vorlaufenden 'Sub- 
- stituierens, die zu dem Ausdruck A, (46a) führt, umfaßt also: % 
Substitutionen TS= SFT". 

Der zweiten Durchführung der: Methode des vorlaufenden 
Substituierens legen wir, den Ausdruck A, zugrunde und führen 
zunächst‘ %k Substitutionen TS=sS#T! explizit aus, indem wir zur 
Bildung der durch S® T’ zu ersetzenden Operation TS die Einzel- 
operationen S der an zweiter Stelle stehenden S-Potenz-Öperation 
verwenden. Wir erhalten: 


SAN INN Ken Ge Ti+1 
— ‚$k TI-2 gk TI gE-ı TI-1 ki Ti+1 
— $k TI-2,gk PIA( TS) Sk T-ı gki Ti+ı 
— Sk TI-2, Sk TI-1 SR TI SR-2 TI-1 ki Ti+i, 
Nach %k Substitutionen erhalten wir 
— Sk TI-2,SK TI-1 (‚SR TI-\)k-ı u ki Ti+ı, 


Die weiteren. Substitutionen führen wir.in der abgekürzten Form 

aus, indem wir anstatt T’S=S*T' Typ, = yXT’ substituieren und 

zur. Bildung, der.durch 9*T?. zu .ersetzenden Operationen To, 
« 4* 


ring en 


der Reihe nach die k—1 Operationen y, der Potenz-Operation 
pk-1 verwenden. Wir erhalten 
TS: TS— S« Tr? Sk TU1(SR TA TA To,)gperTitt 
— Sk T-2, SR TIA(gR PN TIGE Tigkr TI+1 
— Sk TI SR TAGE Tr TAGE TUT )ge3 TI+ 
— Sk TI2 SR TAG PINK TIGE TEA gGk Tigk-s TI+1 


— Sk TI-2,SR TA (SR THAK-U TI (gpk PINK TI+ 2, 
Unter Benützung der zweiten und dritten Definitionsgleichung 
erhalten wir aus dieser Gleichung 
(46b) TOTS—= St DS Io Er 
Damit haben wir zum zweiten Male und zwar unter Anwendung 
von k+k(k—1)—=k? explizit bez. implizit ausgeführten Sub- 
stitutionen TS S*T! vorlaufend substituiert. 

Nach denselben Prinzipien führen wir an dem zuletzt ge- 
wonnenen Ausdruck (46b), den wir mit A, bezeichnen, die 
Methode des vorlaufenden Substituierens durch. Wir erhalten: 

TSTS— *T-(TS)Sk-ı Tl Ti-1 gk-1 Ti+2 
— Sk TI-3,g% TIGR-1 TIL GE TIL gk1 TI+2 
— Sk TR3SK TTS) SK-2 THIgk TAgkA Ir 
— $% TI-3, Sk TI-1SK TUSK-2 TIL GE TIGRA TI+E, 
Nach %k Substitutionen erhalten wir 
— $% TI-3,9% TI (SR TI TI TAGE TU+?, 
Die weiteren Substitutionen führen wir in abgekürzter Form 
aus, indem wir anstatt T’S—=sS*T! Typ, =YYT! bez. Ty,—= g%T! 
substituieren und zur Bildung der durch g*T? bez. YET! zu 
ersetzenden Operationen To, bez. To, der Reihe nach die 
sämtlichen Einzeloperationen @, bez. @, der Potenz-Operationen 
ok! bez. p%-! verwenden. Die Ausführung der Substitutionen 
Typ, =y*T" ergibt: 
TSTS— Sk TI-3 $« TI1( 9% TA TA Top, )pk? T-tgk-ı TI+2 
— $% TI-3,9% TA (SR TI) R-A TIGE Plgpk-2 TI-Agk-ı TI+E 
— $% TI-3, Sk TI (SE TYRA TAgGE TA Toyo TR Tı4 2 
— $% TI-3,$« TI (‚Sk TUI TAGE TI GE TIgGK TAgpkA TI+2, 


TE 1 eh 


Nach %+1 Substitutionen To, =gY*T" erhalten wir 
— $% TI-3, 5% TI-1 (9% PINK TIGE PINK TI GR TIER, 
Die Ausführung der Substitutionen 7’, = YET! ergibt 
TSTS$S 
— Sk TI-3,9« TI-1 (GE PINK TIGE PNA TA Tp,)pk-® TI+2 
— Sk TI-3,9% TI-1(‚SRTI-1)k-1 TIL (gGk PLAKATE Pigpk-2 TI+2 
— $% TI-3, Sk TIA (SR TI TAGE TEN TAGE TI To, )gks TI+2 
— Sk TI-3, Sk TI (SE TER TIGE TEN TAGE TIGE Tigpk-s TI+ 2, 
Nach k—1 Substitutionen T’o,=gXT" erhalten wir 
— Sk TI-3, SR TIA(GR TI DIE TIAyR-U TIL (GR TI TI S, 
Unter Benützung der ersten bis vierten Definitionsgleichung 
geht dieser Ausdruck über in 
TS TS— Sk TI-3$% TI ph TIL GE TI gpk-U TU+S, 
Damit haben wir unter Anwendung von 
k+(k—1)k+(k—1)k®—k° 
explizit bez. implizit ausgeführten Substitutionen T’S—= S"T’ zum 
dritten Mal vorlaufend substituiert. 

Führen wir die Methode des vorlaufenden Substituierens in 
der abgekürzten Form unter Anwendung der Substituionen 
1893775, To, —=o*T!, To,—T! Tp,—=9FT' zum vierten 
Male durch, so erhalten wir nach 

k+(k—1)k+(k— 1)k’+(k— 1)k?=kt 
explizit bez. implizit durchgeführten Substitutionen TS — SFT! 
den Ausdruck: 
TSTS— HTAF TAG TAgp THIgEATApkı TI+s, (46) 

Die !te Durchführung der Methode des vorlaufenden Sub- 
stituierens erfordert 

k+(k—1)k+(k— 1)k?+...(k—1)k!— k! 
explizit bez. implizit auszuführende Substitutionen TS—= S"T! 
und führt zu dem Ausdruck 
TS: TS=S*TARTAGRTAGATApATA,,, 
Re et ER u on (47) 


By 


Damit haben wir den ersten Substitutionsgang der Methode des‘ 
vorlaufenden‘ Substituierens, der! Durchführungen umfaßt und 
zu dem Ausdruck A; führt, beendet. 


Der ersten Durchführung des zweiten Substitutionsganges 
legen wir den‘ Ausdruck A, zugründe und wenden die‘ Sub- 
stitutionen" IIS= HT, To=pFT!... To=okT! an Wir 
erhalten unter Anwendung" von 


EHkKZDEH+ KB DE Hk 1)RH... (k-1)k= (ki 1)% 


explizit bez. implizit ausgeführten Substitutionen TI=SKT! 
die Gleichung 


TSTS— $?% TI-2S% TAgpM a Te TER 


k-ı TU pk-ı Tell) +3 
a he 


Die (!+2)te Durchführung ergibt nach 
k+k— 1)k+(k—2)k’+(k—1)k? +... (k-1)krı— (kt — 1)k? 


explizit bez. implizit ausgeführten Substitutionen TI KT! 
den Ausdruck 


PREIS E RBN En Dos En 
er a, T2d-1)+4 


Die (21—1)te Durchführung der’ Methode des vorlaufenden 
Substituierens führt nach 


B+(k-1k+k— Er... (k- DE + (k— Kr EeIjRt 
+...(k= 1)E?? = (kl J)kH1 


explizit bez. implizit ausgeführten Substitutionen TS S«T! zu 
dem Ausdruck 


TSTS=SFTHAFKTAGETHAgGT,,, 


(48) ... pEal Tigpk Tı-ı pi Tı-1,.,ok1ı Tr 


3(-1) +2 
Pain T34-)+2, 


k-1 
Pal-y+ı 


Damit haben wir den zweiten Substitutionsgang, der Z— 1’ Durch- 
führungen umfaßt und zu dem Ausdruck As, führt, beendet. 


u A 


Den Ausdruck As;.ı legen. wir der.ersten Durchführung des 
dritten Substitutionsganges, die die 2lte Durchführung bedeutet, 
zugrunde. Wir, erhalten nach 


k+(k—2)k—(k-1)R2+... (k-1)EH + (ki 2)kI + (k— 1)K}t} 
+... (k-DRH—[(k—1)kHı—1]k 


Substitutionen TS‘ S® T’ den Ausdruck 


78: TS=-SFTAKTHGHTHSATHGETe... 
Wr Ds Do, 100, JEREERN 
nl Panel (482) 


Die (31— 2)te Durchführung ergibt unter. Anwendung. von 


k+(k—1)k+...(k— 1)k"?+(k— 2)k1+ (k,— 1)k! 
4...(k— DES L(k— 2)krr2 + (k-1)R2H- 
+... (k— 1)kB3— [(k’— 1)kFt— 1]k! 
Substitutionen TS== S®*T! den Ausdruck: 
TSTS=SYTAKTAGRTAGAT,,, gATAgER Te gi Teh. 
ua TEN Abu Fehrı 2 Pyrs Repıaı. 
nt nur 


Der dritte Substitutionsgang, der zu dem Ausdruck Ası.. führt, 
umfaßt also wiederum !—1 Durchführungen. 


Die [(n—1)!—-(n—2)]te Durchführung der Methode des vor- 
laufenden Substituierens, die. den (n—1)ten Substitutionsgang 
beendet, ergibt unter Anwendung von 


k+k—1)k+...(k—-V)k?+(kk—2)kHH(k—1)k+... 
+... (k—1)k2Um- 1 L (k—2)K2AD L(k—1)keedtıL., 
T...(k-1)Kedı LK D)EAYdLkE—DREDHL.,.. 
+... (K—- DER DAN-nL(H—2)ERDEHYL(K—I)RERDUDtıL,., 
+... (k— 1)kmdem — 
= {[(k!—1)kH—1]krt,..—1)kH 


explizit bez. implizit ausgeführten Substitutionen den Ausdruck 
Am-ı) I-(n-2) 


Bu 
TSTS= SH THRTAgGSTHgATA,,. 
‚A TH TAg Tr. 
ana Pan?” Pr Ta Prd- 7 
(439) Di, Pan T Te bez Pers 1 


—1 mk-2 I-1 nk-1 
Re, (I-1) 1 Pn-2d-y+1 T Pn-2) 1 +2 
Tn d-1) + 2 


mi 
Kt Fir kKA 
Pad T Pny)a-y+1 


Setzen wir in dieser Gleichung (49) 
k==3, eh: 

und für die Ausdrücke 9, @,, 9%, ... die entsprechenden Aus- 
drücke, so erhalten wir, wie man ohne weiteres sieht, die 
Gleichung (38). In der Gleichung (49) liegen zwischen den 
Ausdrücken IT... FT... nl ee 
jedesmal —2 Ausdrücke » mit dem Exponenten %—1. Ist nun 
wie in Gleichung (38) 1—=2, also er: so stoßen die Aus- 
drücke AT Pa TEN on ae dar. direkt an- 
einander, und für den Fall k=3, Rt sie in der ersten 
Potenz. 

Die Gleichung (49) bringen wir ähnlich wie die Gleichung (38) 
auf Grund der Gleichungen (45), (45a), (45b), (45c), indem wir 
n—1l=vr setzen, auf die folgende Form: 


TS TS ze Wr +1)k Ti Sk ur far Tı- rn ki, NEN 
(0 Ta Fr 10 Br ul kein ne 


(49a) 9 N Äh A 1 EN 4 7 PN BL! 
Tapgkaritı, 


Ti-ı 


-1) 


Diese Gleichung (49a) ist völlig analog der ihr entsprechenden 
Gleichung (38b). 


$ 10. Herleitung der Ausdrücke 9, 91, 92... und ihrer Be- 

ziehungen durch Transformieren der definierenden Relation 
IS—S7: 

Die Ausdrücke , @,, 9, ... und ihre Beziehungen, die wir 

durch Anwendung der Methode des vorlaufenden Substituierens 

finden, lassen sich auch direkt aus der definierenden Relation 


a »BRE 


herleiten. Dabei definieren wir die Ausdrücke o, o, ... wiederum 
durch die Gleichungen (40), aus denen sich die Gleichungen (41) 
sofort ergeben. | 

Wir multiplizieren die definierende Relation TS = S®T! 
rechts mit 7! und erhalten die Gleichung 


DSL san 
die unter Benützung der ersten beiden Definitionsgleichungen 
übergeht in die Gleichung (44) 
TpPT"=p.. (44) 
Wir potenzieren beide Seiten dieser Gleichung (44) mit k und 
multiplizieren darauf beide Seiten rechts mit 7-1, wodurch wir 
die Gleichung BR 2 
Tyk TA TA— gkTH 


gewinnen, aus der sich durch Anwendung der zweiten und 
dritten Definitionsgleichung die Gleichung 


T9y, T"=9,. (44a) 


ergibt. Potenzieren wir wiederum beide Seiten dieser 
Gleichung (44a) mit k, multiplizieren rechts mit 7%! und setzen 
YgkT!=y, und gET"!=g,, so erhalten wir die Gleichung 


Tg, T"=9;. (44b) 


Nach n-maliger Durchführung dieser Methode erhalten wir die 


Gleichung 


Typ, T"— (44c) 


En} 


Aus den Gleichungen (44), (44a), (44b) und (44c) ergeben sich durch 
rechtsseitige Multiplikation mit 7 sofort die Gleichungen (43) 


T=9,T 
To, —T 
Typ =9T 
Tp, = PYrıT- 


Aus den Gleichungen (43) finden wir die Gleichungen (42) indem 
wir für die auf den rechten Seiten der Gleichungen (43) stehenden 


1 


Ausdrücke 9, 9, ... die Werte aus: den. Definitionsgleichungen;, 
einsetzen. Wir erhalten: 


Top 
ne =gT' 
To, BR 


$ 11. Anwendung der Methode des rücklaufenden Substituierens« 
auf die durch die Gleichungen 7’'S’=8S?T", S"=1, T"=1 
definierte Gruppe. 


Als Ausgangsoperation wählen wir analog den Ausführungen 
der Methode des vorlaufenden Substituierens den Ausdruck B’ 


ISIN en SraN ni 


Zur Bildung der durch 8°37"? zu ersetzenden Operationen 7’ $° 
verwenden wir zunächst auf Grund der allgemeinen Betrachtungen 
in $°6 die beiden Einzeloperationen 7” der in dem Ausdruck B' 
von rechts her.an zweiter Stelle stehenden Potenz-Operation 7"? 


TVo Pe—= SPEIUNHEITE 
ee ee 
(50) —s SEITE 
— s4 ya T2g 2 T/2g'2 T'R, 
Mit diesen beiden Substitutionen haben wir die Methode. 
des rücklaufenden Substituierens zum ersten Mal durchgeführt. 
Der: zweiten. Durchführung legen wir den aus. der ersten 
Durchführung resultierenden Ausdruck (50) Bi zugrunde und. 
verwenden auf Grund der allgemeinen Betrachtungen in $ 6 
der Reihe nach von rechts nach links die Einzeloperationen 7" 
der in Bi enthaltenen Potenz-Öperationen 7’? mit Ausnahme 


der ersten von rechts zur Bildung der: durch 8°’? 7’? zu ersetzenden 
Operation 7’S”. Wir finden: 


TETE—=HISTTRERT(TGN) ET 
— 49? T'2g'2T' 3 T'/?8' T'? 
HN TERN TEN T'2 


BE R:, en 
1» ST = d#+ 882 792 928953 72092 72 HT 2 

EN RESTE SET SIT 

— ga gı2 Ti gı3 T'/2 ga Ti2 gr Tr 232g Ti? 

Ser DESSEN EN T'2g'2 772g“ T'2 

— G'5gı T'2g 2 T2 ga T/2g2T'/2g'T'2, (51) 
Mit diesen 2? Sübstitutionen haben wir die: Methode des rück- 
laufenden Substituierens zum zweiten Male durchgeführt.. Für 
die dritte. Durchführung: legen wir den erhaltenen Ausdruck: B3 
der'Gleichung: (51) zugrunde und verwenden zur: Bildung der zu 
ersetzenden Operationen (7'S') sämtliche Einzeloperationen 7" 


der in B3 enthaltenen Ausdrücke 7’? mit Ausnahme des von 
rechts her an erster Stelle stehenden. 


ESS 
N ie Tg ?T(T8)7° 
RES AN2SETN2NETESATERTE? 
N RN EN ER F erg lade 
— 915 g’/4+ 7? 9/2 T’?g'4+ T/?g' 23T’??? Tt 
EN SET TV 8) 84412822 Ti 
En 2112,572.772 825172818 773,94 DS '2 744 
nn rs BE BEE) SFT TS 27/4 
322772582: 777,841, 3,9 073,523 753874742, 942 774 (52) 
TESTEN BER SENT 2 794 
— $'5 g/4ı 2972 T’/ g3 T’?g6 T2g? Tg’ T/2g'2 T’4 
a TE 2942 1,99,912 7128 872,912 702,94 72912 74 
— 95,94 7? g 2 3 T/2g'2 T’?2g’/6 T'29'? T’?9'4+ T'?2$9'? T’4 
— 855g (Tg) g4 772g 723g T2g2 Tr2gra Tragte Tui 
— ‚gu5, ga Tı gu3 Ti2 gta Ti 2 gu2 Tu 2, gue Tu2 gu2 ra, guea Tu2gu2 Jia 
ET PH EEE N El LE aus ka Sl Ye 
— 96 gs T'? g'? T'?2 g' 4 T'2g 2 TI? gs T 22 T’?g'4 T'?g'?T'%, 
Damit haben wir mit 23 Substitutionen die Methode zum dritten 


Male durchgeführt und den ersten Substitutionsgang, der drei 
Durchführungen umfaßt, beendet. Für die erste Durchführung‘ 


N ET 


des zweiten Substitutionsganges legen wir den Ausdruck B3 der 
Gleichung (52) zugrunde und substituieren nach denselben 
Prinzipien. Wir sehen, daß wir den Endausdruck jeder Durch- 
führung‘ sofort erhalten, wenn wir für 7’S’ den Ausdruck $'?T7"? 
setzen und das fehlende $° sofort mit dem folgenden 7’ zur 
nächsten Operation T’S’ zusammenfassen. Als Resultat der 
vierten Durchführung erhalten wir nach (2?—1)2 Substitutionen 
den Ausdruck 
FESTER SETISATASAT2BATERETEN ST 
(53) HYT77298 7282 72 GUTES DAN RT 
Die Ausdrücke (50), (öl), (52), (53) lassen gewisse wieder- 

kehrende Verbindungen der Operationen $' und 7” erkennen. 
Führen wir folgende Abkürzungen ein: 

B— u 

Bizat 
(54) Fe D ION Zu x 

EBENEN DEREK 

hl ET ATPATENE TI SERIE N TEEN Te 


so gehen die Gleichungen (50), (51), (52), (53) über in 


(50a) TS TS SR une LE Sand 

(5la) — SD URN 

(52a) — SIUEDINID De 
(53a) = BAD AED DAT. n In 


Bevor wir die Methode des rücklaufenden Substituierens 
weiter durchführen, wollen wir die Beziehungen zwischen den 
Ausdrücken y, yj, wg... ableiten. Aus den Gleichungen (54) 
folgt sofort: 


N 

De 
(55) y=s'yi? 

ws S'*ya? 


a ‚S' 2apg?. 


Die Gleichungen (55) fassen wir als Definitionsgleichungen für 
die Ausdrücke w‘, wi... auf. Wir definieren also 


DARETSI. 


kn Je 
u Z 
we S'’yi? (55a) 
vs yn 


Das Bildungsgesetz dieser Definitionsgleichungen ist ohne weiteres 
ersichtlich. Der Zusammenhang der durch die Gleichungen (55a) 
definierten Operationen w‘, wi... mit den Grundoperationen $" 
und 7’ ergibt sich sofort aus den Definitionsgleichungen. Die 
Beziehungen zwischen den einzelnen Operationen w‘, wi... leiten 
wir mit Hilfe der Methode des rücklaufenden Substituierens ab, 
Aus der zweiten Gleichung (55a) folgt durch rechtsseitige 
Multiplikation mit &° 
ID N HEN. 

In dem Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung führen 
wir die Methode des rücklaufenden Substituierens unter An- 
wendung der Substitutionen 7'S'’—= 8'?T'? einmal durch. 


yıd' = DALEH DS.) 
un s'2?T'g'3T'? 
— 92T)" T'? 
— HSg4T2g"? 72. 


Wir finden nach 2 Substitutionen 7T'$' = $'?T'? unter Benützung 
der zweiten Definitionsgleichung: 


U. Nat. (56) 


Der Ausdruck y; gehorcht also einer der definierenden Relation 
T'$S'—= $'? T'? völlig analogen Gleichung. 

Auf den aus der dritten Definitionsgleichung durch rechts- 
seitiges Multiplizieren mit S’ sich ergebenden Ausdruck 


WIND UN 


wenden wir die Methode des rücklaufenden Substituierens in der 
abgekürzten Form an, indem wir die Substitutionen yiS’= S’?yı” 
ausführen. Wir erhalten: 


EN N HR ae 


ya yılyid ” 
— Aa 
= ps) pi? 
NS SE 
Wir erhalten also nach 2 Substitutionen yS'—=S"3yi?, die 


implizite ‚2? Substitutionen 7'S'—= 8°?T'? ‚enthalten, unter Be- 
nützung ‚der dritten Definitionsgleichung 


(56 a) WEN — 88a, 


Der Ausdruck wg gehorcht also ebenfalls einer der definierenden 
Relation 'T’$' = $8'3T'? völlig analogen Gleichung. 
'Aus der Gleichung 


ERSTE TSENTERS. 


erhalten wir ‚nach 2 Substitutionen yıS' —=S"®yz?, die im- 
plizite 2° Substitutionen yS"—=S'’yi°, bez. 2? Substitutionen 
T'$S'—=.$'?’T'?.enthalten, ‘die Gleichung 


(56b) ‚us ERAT. 
Aus der Gleichung 
v8 = ty 


folgt nach 2 Substitutionen y)_ S'—= S'’y,?, , bez. 2°? Substitutionen 
v5 ey, . . „bez. 2" Bubsituriänen TS’. T lie 
Gleichung 
(56c) 

Wir können also jetzt folgenden Satz aussprechen: 


Satz XVII: DiedurchdieGleichungen (55a) definierten 
Operationen _ vw‘, wı, w ....gehorchen bestimmten der 
definierenden Relation T’S’—S'T'? vollig Janalosen 
Gleichungen. 


vs —Syp,? 


Aus der definierenden Relation 7’S' = $8'?T'? und den 
Gleichungen (56), (56a), (56b) und (56c) ergeben sich durch 
linksseitige Multiplikation mit $'! unter Benützung der Definitions- 
gleichungen die folgenden Beziehungen: 


N 11 PORN 


ey 
Ss y3 
Spas = ps 
een 07) 


a ek FERE 
Satz XVIIa: Jeder Ausdruck w', wi... läßt sich aus 


seinem vorhergehenden durch.Iransformation mit &° 
herleiten. 


' Diese ‚letztere Gesetzmäßigkeit ist äquivalent dem Bildungs- 
"gesetz, das den Definitionsgleichungen (55a): der Ausdrücke 
w'yyı... zugrunde liegt und könnte ebenso: zur Definition der 
Ausdrücke y‘, 1 ... verwendet werden. 

‚Setzen wir. in den. Gleichungen (57) für wi, wg... den: Wert 
aus der vorhergehenden Gleichung ein, so ergeben sich folgende 


Gleichungen: Sy! 
en TS er 2 
Sr ap (58) 
NESANANE un vn 


Aus den Gleichungen (58) folgt nach analogen Schlüssen wie früher: 


Satz’XVIIb: Die Reihe der Ausdrücke w‘, wi, 2... 
enthält o‘“ und nur o’ verschiedene Werte, wobei o’ die 
OÖrdnungszahl der. Operation $’ bedeutet. Dabei setzen 
wir die Komposition der Operation 7” mit den Potenzen von $° 
als nicht kommutativ voraus. Aus der allgemeinen Gleichung: 


DAN gn ee Y, 


ergeben sich sofort die Gleichungen 


(N 
Yarı = V, 
| | (59) 


en 


Die gleichen Werte der Reihe y‘, 1... wiederholen sich periodisch 
mit der Periode o'. Sind zwei Ausdrücke yu und , gleich, so 
besteht zwischen ihren Indizis die Kongruenz 

u=v mod o'. 

Mit Hilfe der gewonnenen Kenntnisse setzen wir jetzt die 
Methode des rücklaufenden Substituierens fort. Für die fünfte 
Durchführung legen wir die Gleichung (55a) zugrunde und 
führen zunächst die Substitutionen 7’S' = $'?T'? aus, indem wir 
zur Bildung der durch $'3T7"’? zu ersetzenden Operationen T’&’ 
die beiden Einzeloperationen 7’ der von rechts her an zweiter 
Stelle stehenden Potenz-Öperation 7"? verwenden. Sodann führen 
wir die Substitutionen 7'S'?—= $°?T'? implizit aus, indem wir die 
linken Seiten der Gleichungen (56) als zu ersetzende und die rechten 
Seiten als ersetzende Operationen auffassen. Zur Bildung der zu er- 
setzenden Operationen verwenden wir der Reihe nach von rechts 
nach links die Operationen wi, y3 und y4. Wir erhalten: 

TuS Qu Su — gl Pf Says 8’ Aapı NENEWESE T'4 
= u AD DAT Du 
Du gs" WS pl LTS)S'?T"® 
Eee g' ATFE SEK TEN Sk ERS A SE T'2 g2T'6 
= Sg ya ap tl 8) * Tı2 gı2 Tı6 
nd sg’ eu N TES el 
Si ‚S" 8 ps) pt T’?$g'2 Ts 
Bein ID DA TINETE 
Lan ERS Pe RS ee ER 
Bun STERN Ar On 2a Ta a 
Unter Benutzung der Definitionsgleichungen formen wir den 
letzten Ausdruck um: 
(60) TS 18 — Ni 8m Neal n er 
Damit haben wir mit 
2° —1)22=2 +2 +23 +24 
Substitutionen 7’S'=&'3T'? die Methode des rücklaufenden 


Substituierens zum fünften Mal durchgeführt und den zweiten 
Substitutionsgang, der zwei Durchführungen umfaßt, beendet. 


ER Y TN AR 
Die sechste Durchführung ergibt nach 
[@®—1)2?-1]2=2+2?+2:4+325 

Substitutionen 7’S’—= $'?T'? die Gleichung 

SS Da Sara Se 8° 2 TV 6, (61) 
Die siebente Durchführung führt nach 

[@3—1)2?—-1]2°=2-+24+22+25 +20 

Substitutionen 7’S’—= $'?T‘? zu der Gleichung 

RI TERE N ISRTE ERTEERTe Sep Mike o 1er Bi (62) 


Die (2n—1)te Durchführung, welche die zweite Durchführung 
des (n )ten Substitutionsganges bildet, ergibt nach 


[@®—1)2°—1]22...-32?=2+2+23+2°+...2?n-3 4 990-2 
Substitutionen 7’S’—= T'?$'? die Gleichung 


gerry sıD Yan Vaonyas vin-nyAN* 
pp TRETEN, 


Diese Gleichung bringen wir auf Grund der aus den Gleichungen (58) 
gezogenen Folgerungen in die Form, indem wir 
n—1=vo‘ 
setzen 
ERE TS’ — St [8 was 8"? 8" Aa Nie 
An Das DE ET TEEN ET (63a) 


$ 12. Anwendung der Methode des rücklaufenden Substituierens 
auf die durch die Gleichungen 7’S=S"T!, S=1, T’=1 
b definierte Gruppe. 
Die Anwendung der Methode des rücklaufenden Sub- 
stituierens auf die durch die allgemeinen Gleichungen 


NS TE 
et! 
en 


Burkhardt. 5 


definierte Gruppe führt zu ähnlichen Ausdrücken wie die 
Methode des vorlaufenden Substituierens. Wir bezeichnen die 
durch Anwendung der Methode des rücklaufenden Substituierens 
entstehenden Ausdrücke mit 


Pr kn Pas 
und definieren sie durch die Gleichungen: 
DE —tih 
u, se 
WIEN y! 


(64) en Sk-1 yı 


dl Ya Nie Ya 2 
Das Bildungsgesetz dieser Definitionsgleichungen ist ohne weiteres 
ersichtlich: Jeder folgende Ausdruck y, geht aus seinem vorher- 
gehenden y,_, genau so hervor, wie dieser aus seinem vorher- 
gehenden y,,. Auf Grund der Definitionsgleichungen lassen 


sich die Ausdrücke y, wyı ... sofort in den Grundoperationen 
ausdrücken: vioT 

y, = Sk Tl 
(65) 1, = SSR I 


1, = SKALA (SEA PIIL, 


Zwecks Herleitung der Beziehungen zwischen den Ausdrücken 


y,%yy)... gehen wir von der zweiten Definitionsgleichung, die 
wir rechts mit S multiplizieren, aus 
v8 Si TıS 


und führen in dem Ausdruck auf der rechten Seite die Methode 
des rücklaufenden Substituierens durch, indem wir zur Bildung 
der durch S*T! zu ersetzenden Operationen 7'$ der Reihe nach 
von rechts nach links die sämtlichen Einzeloperationen T7' der 
Potenzoperation 7’ verwenden. Wir erhalten: 
DS rue ıN) 

— $k-ı Ti ge m 

— kA Te (TS) SR TI 

— ‚$k-1 1-2,Sk I gK-ı TI, 


N 


Nach ! Substitutionen TS= S*®T"’ erhalten wir 
y, = S®(SR-1 TU) 
und unter Berücksichtigung der zweiten Definitionsgleichung 
geht diese Gleichung über in 
ySs= Sy. (66) 
Die Operation y, grehorcht also einer der definierenden Relation 
TS—=S#T! völlig analogen Gleichung. 
Zur Herleitung der Beziehungen zwischen den Operationen 
y, und Ö gehen wir aus von der dritten Definitionsgleichung, 
die wir rechts mit S multiplizieren, 
y8=SıyıS 
und führen in dem Ausdruck 8%1y! $ die Methode des rück- 
laufenden Substituierens in der abgrekürzten Form durch, indem wir 
vs 
substituieren und zur Bildung der durch 8”, zu ersetzenden 
Operationen y,S der Reihe nach von rechts nach links die 
sämtlichen Einzeloperationen y, verwenden. Wir erhalten: 
vs=81ylt(y, 8) 
— ShAyl-1 Kay 
u a a ED 7 
— ShUyl2 gKyyl SK-ty). 
Nach / Substitutionen 


ys=öty, 
die implizite !? Substitutionen 

LSSET: 
enthalten, finden wir unter Benützung der dritten Definitions- 
gleichung v8 Sryl. | (66) 

Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir aus der 

Gleichung RS EIS ERS) ; 
nach 2 Substitutionen y,_ ,‚S=s*y)_,, bez, I? Substitutionen 
vn_8=S"ypl_,... bez. 1* Substitutionen TS=S"T’ unter 
Berücksichtigung der (n+ 1) Definitionsgleichung die Gleichung 

y,S=Nyl. (66b) 


5* 


Ba pen ae 
Wir können also jetzt folgenden Satz aussprechen: 


Satz XVIII: Die durch die Gleichungen (64) de- 


finierten Ausdrücke y, y, ... gehorchen bestimmten, 
der definierenden Relation 
SZ 


völlig analogen Gleichungen. 


Multiplizieren wir die Gleichungen (66) links mit S-1, so 
erhalten wir unter Berücksichtigung der Definitionsgleichungen: 


MySs=y, 
SyS=y, 
Spy; 


107) Sypd=y, 


Dry, = THB 
Satz XVIIIa: Jeder folgende Ausdruck entsteht 


aus dem vorhergehenden durch Transformation mit &. 


In den Gleichungen (67) setzen wir für die Ausdrücke y, y, ... 
den Wert aus der vorhergehenden Gleichung ein und erhalten: 


Di, 

SPyS?’—y, 

(68) u, 
el ES Y. 


Aus diesen Gleichungen folgt: 


Satz XVIIOIb: Die Reihe der Ausdrücke y, y... 
besitzt o und nur o verschiedene Werte, wobei o die 
OÖrdnungszahl der Operation $ bedeutet. Dabei setzen 
wir die Operation 7' mit den Potenzen der Operation ö als nicht 
vertauschbar voraus. | | 


Aus der allgemeinen Gleichung 


sn m) gr zuen Y. 


ERROR 


ergeben sich sofort folgende Beziehungen: 


en 
Varia 
Y0—Y (69) 
Yo +1 Yi 
Ro; | 
Die gleichen Werte der Reihe w, y, ... wiederholen sich 


periodisch mit der Periode o. Ist allgemein 
er 
so besteht zwischen den Indizes die Kongruenz 
“u=v mod o. 
Mit Hilfe der gewonnenen Ausdrücke y, y,, yg ... und 


ihrer Beziehungen gestaltet sich die Anordnung der Methode 
des rücklaufenden Substituierens unter Zugrundelegung des 


Ausdruckes B TSTS— $h ige pi 
sehr einfach. Wir verwenden zur Bildung der zu ersetzenden 
Operationen TS der Reihe nach von rechts nach links die 


sämtlichen Einzeloperationen 7’ des von rechts her an zweiter 
Stelle stehenden Ausdruckes 7’ und erhalten: 


STE DPTENTSYSERTI 

— ‚Sk TI-ı 9% TI Sk-ı 

— BR TDEIETSISRETESKL TI 

— Sk TI-3 Sk TI SkK-A TI SK-ı TI 
Nach /! Substitutionen TS S#®T! erhalten wir 

TSTS = Sk+1(gK-1 TI gk-ı TISK-ı TI. 
Für $#1T? setzen wir y, 
DSIS Sn Dar en LTE (70) 


Damit haben wir mit I Substitutionen 7T’S= S*T’ die Methode 
des rücklaufenden Substituierens zum ersten Mal durchgeführt, 


BET RS 


Für die zweite Durchführung legen wir den auf der rechten 
Seite der Gleichung (70) stehenden Ausdruck, den wir auf Grund 
der allgemeinen Betrachtungen des $6 mit B, bezeichnen, zu- 
grunde und führen zunächst / Substitutionen TS = S®T! explizit 
aus, indem wir zur Bildung der durch S&*T! zu ersetzenden 
Operationen 7'S der Reihe nach von rechts nach links die 
sämtlichen Einzeloperationen 7 des in B, an zweiter Stelle von 
rechts her stehenden Ausdruckes T’ verwenden. Wir erhalten 
TESTS REES TS 
— Sk+1,,11,gk-1 TI-1 Sk TISK-2 TI 
1 

— kt yFı,gkA1 TI2(TS) SR TUSKR TI 

— Sk+lyl1,gkA PIE SK TI SR TUSK2 TI, 
Nach 1 Substitutionen erhalten wir 

TSTS— Sk+1yl1 9,9% (RU TIFı SR TISK-e TI, 
a 
In dem Ausdruck y71$ führen wir die Methode des rücklaufen- 
den Substituierens in der abgekürzten Form durch, indem wir 
yvS=skyl 

substituieren und zur Bildung der durch S*y! zu ersetzenden 


Operationen y, ö der Reihe nach von rechts nach links sämtliche 
Einzeloperationen y, des Ausdruckes y"! verwenden. Wir erhalten 


TSTS— SK+1yl2(y, 8)" ("1 TYM GI TIgGR-2 TI 

— SH 1yl2 Skayl SRA(GKA TI SK-ı TIGK-2 TI 

— Hy (y S)SEAyE SKI (SRA TOT SR TI SR TI 

— Ay SKyLSEA SI (GRAY GTA TUST TI, 
Nach !— 1 Substitutionen y, $= 8*y!, die implizite (I—1)! Sub- 
stitutionen TS — S"T’ enthalten, finden wir unter Berücksichtigung " 
der Definitionsgleichungen: 
(70a) SE TEL Ge HN 


Mit 2+(l—1)1=1? Substitutionen T’S—= S®T! haben wir also die 
Methode des vorlaufenden Substituierens zum zweiten Mal durch- 
geführt. 

Führen wir in dem Ausdruck (70a) die Methode des rück- 
laufenden Substituierens zum dritten Mal durch, indem wir zunächst 


EN 


ausführlich substituieren T’S— $*T’, wobei wir zur Bildung der 
durch 8*T! zu ersetzenden Operationen 7'S sämtliche Einzel- 
operationen 7’ des in (70a) von rechts her an zweiter Stelle 
stehenden Ausdruckes T’ der Reihe nach von rechts nach links 
verwenden, und sodann in abgeekürzter Form substituieren unter 
Vornahme der Substitutionen y,$= Sy! bez. y,8 —= S"ıyl, wobei 
wir zur Bildung der durch Sy! bez. S"yl zu ersetzenden 
Operationen y,S bez. y,S sämtliche Einzeloperationen , bez. , 
der in (70a) enthaltenen Ausdrücke y/! bez, w£! der Reihe nach 
von rechts nach links verwenden, so erhalten wir nach 


+ Ü—- YDIH-Ü—-VE=R 
explizit bez. implizit ausgeführten Substitutionen 


— gk pi 
die Gleichung en 


TSTS— S%6+3 pl Sk-1 ya SL yl-1,gR-1 Ti Sk-s TI, (7Ob) 
In dieser Weise fahren wir fort und erhalten nach der kten 
Durchführung der Methode des rücklaufenden Substituierens, die 


I+l—- YIH-l—- HYP+...l- Del 
explizit bez. implizit auszuführende Substitutionen TS— S®T! 
umfaßt, unter Berücksichtigung der Definitionsgleichungen 
TSTIS— SÜD Hyper... Sp gKAye2 gl TIGE TE, 


Diesen Ausdruck, den wir mit Bj, bezeichnen, legen wir der 
(k+1)ten Durchführung der Methode des rücklaufenden Sub- 
stituierens zugrunde und erhalten nach 


It 2) + 1V)P+...l- YF—=(®— 1) 
explizit bez. implizit durchzuführenden Substitutionen 


— gkpl 
den Ausdruck By +1 a 


u STD a Le (7la) 
A NER ee ag T! Sk-2 T2!, 
Die (2 k— 1)te Durchführung, die den zweiten Substitutions- 
gang, der k—1 Durchführungen umfaßt, beendet, ergibt nach 
I+l—1)!+...1—-1)#F?+ 0-2) + (— 1)8 
+...(- Pd — (R — 1) 


SET ER 


explizit bez. implizit auszuführenden Substitutionen TI=SK*T! 
die Gleichung 


LS I — a ER, 
(73) u a EEE ht, Ri: 
... SKApk-1 STIL yK-2 SR-1 TUSK-1 TAI, 
Der (n—1)te Substitutionsgang, der mit der [nr —1)(k—1) + 1]ten 
Durchführung endet, welche | 
I+l—Dl+... (d- 1) +(l-2)AAH-lI—1)E... 
+... l(-)RPRDAL AI 2) HA 1)PReDdrL,, 
+... (1-1) 99) — IF —- 1) PR — 1] DEZ 
explizit bez. implizit auszuführende Substitutionen T$—= SKT! 
umfaßt, führt zu dem Ausdruck 
SPS ER U ET D ONE OR 
und Yasentıd Yay K- E 
(74) pen Yen yıd Ya 
# Sa OR dsl aa et elarz 2 e 
EAGLE JLSK-I TISK-1 Tnl, 
Aus dieser Gleichung (74) ergibt sich, da auf Grund der 
Gleichungen (69) die Gleichung 


[8 N) DON Se Yen) (k-1) + on 
SO NO m 
Be a NR a ein 
= lyyon) +. 8 a Re A TE 
An pen rn 
SE SR A Sy, Spy 
besteht, die folgende Beziehung: a 
TST = Ay 
8 N EN ee D a EEE 
(74a) Her N he un 9, 3 
Eee Lu Eee ui a eze 
SAL SEA jr SA TISK TWo+ N] 


1-2 k-1,,I-1 
o-1)(k-) + ıD Yonyk-1y°*' 


wobei wir 
n—1l=ov 

setzen. 

In der Gleichung (74a) liegen zwischen je zwei Ausdrücken 
y mit dem Exponenten !— 2, die in der Gleichung (63a), wo !=2 
ist, in die identische Operation übergehen, k—2 Ausdrücke y 
mit dem Exponenten !— 1, deren Zahl sich in der Gleichung (63a) 
auf 1 reduziert. Es bestehen also zwischen den Gleichungen 
(74a) und (63a), die wir durch Anwendung der Methode des 
rücklaufenden Substituierens gewonnen haben, analoge Be- 
ziehungen wie zwischen den Gleichungen (49a) und (38b), die 
sich durch Anwendung der Methode des vorlaufenden Sub- 
stituierens ergeben haben. 


$ 13. Herleitung der Operationen %, y,... und ihrer Be- 
ziehungen durch Transformieren und Potenzieren der definieren- 
den Relation 7’S= S"T". 


Die Operationen y, w, ... und ihre Beziehungen lassen sich 
auch direkt aus der definierenden Relation herleiten. Wir de- 
finieren die Operationen y, y, ... wieder durch die Gleichungen (64), 
aus denen sich sofort die Gleichungen (65) ergeben. Durch links- 
seitiges Multiplizieren der definierenden Relation mit S-1 finden 


wir die Gleichung S-ı Tg — ge Ti 


die unter Benützung der zweiten Definitionsgleichung: übergeht in 
S1TS—y.. (67) 
Diese Gleichung potenzieren wir mit / und multiplizieren links 
mit S%-1, sodaß wir die Gleichung 
S-1,gK-ı Tg — SR-1,yl 
1 


erhalten, aus der wir auf Grund der Definitionsgleichungen die 


Beziehungen SERIES TE 


herleiten. Aus dieser Gleichung ergibt sich weiter durch 
Potenzieren und linksseitiges Multiplizieren mit S”"! die Gleichung 


Se, 


TUN 
aus der wir auf Grund der Definitionsgleichungen die Beziehung 
ee 

gewinnen. Aus der Gleichung 
Sy S=y, 


folgt durch Potenzieren mit / und linksseitiges Multiplizieren 
mit $%1 die Gleichung 


Se ee 


die unter Benützung der (n+ 1)ten und (n+2)ten Definitions- 
gleichung übergeht in die Form 
8 Yu Terence 
Die Gleichungen (66) und (68) lassen sich sofort aus den 
Gleichungen (67) herleiten. 


$ 14. Betrachtung der Symmetrie zwischen den durch An- 
wendung der beiden Methoden des kursorischen Substituierens 
sewonnenen Endgleichungen. 


Die Symmetriebetrachtungen, die wir zwischen den aus dem 
linksseitigen bez. rechtsseitigen Substituieren resultierenden 
Gleichungen angestellt haben, lassen sich auf die aus dem vor- 
bez. rücklaufenden Substituieren resultierenden Gleichungen über- 
tragen. Der rechtsstehende Ausdruck der Gleichung 


SH ELSE Sg Sk-1 


anl=2 k-1,.,2 1 
ko(k-ı) °°'° Yo-1)(k-1) + ‚D Yo-yay''° 


Na 


Bl 
P(0-1)(k-1)+2 
1... Se—1 
(74a)... S Varta? 


Sure Sk-1 re)” Sk-1 Tısk-1 Tw 0o+1)l 
rag ; 1 


Be DAL HEeT KALT ne 
al Yaıyın Sy Re Pr-1+1 


geht über in den entsprechenden Ausdruck der Gleichung 
u T+1)k PI-1, Sk PI-1f pk-2 TI-1 pk-1 TI-1 k-1 TI-1 yk-2 I-1.pk-1 
TFT ITAPETI. HT Yan? Pins 
k-1 TMI-1yk-2 I-1 pk-1 i-1 
(49a) :--Pg a RER eh ae 


k-1 I-1 pk-2 I-1 yk-1 k-1 2 Teıv „kA TI+1 
 Pa-ya-my T PanyanııT Peryanıa Pant ’pf222 


wenn wir folgende Überführungen vornehmen 





De al 








ST>T 
ArV 
rg ee 

9,2 Y 


wobei die Reihe 8%, &%-1,.. S übergeht in die Reihe 7, T-1...T, 
ebenso die Reihe p*, pH1...o, in yl,yFl...y, usf. und die er- 
haltenen Teiloperationen in umgekehrter Reihenfolge zusammen- 
setzen. In derselben Weise erhalten wir aus dem Ausdruck (49a) 
den Ausdruck (74a). Aus dem Ausdruck (63a) ergibt sich in 
analoger Weise der Ausdruck (38b), wenn wir die entsprechenden 
Überführungen vornehmen und die erhaltenen Teiloperationen 
in umgekehrter Reihenfolge zusammensetzen. Dabei müssen 
wir allerdings vor Ausführung der Überführungen genau so wie 
bei den durch Anwendung der beiden Methoden des statarischen 
Substituierens auf die gleiche Gruppe erhaltenen Ausdrücken 
den Ausdruck (63a) in die Form des allgemeinen Ausdruckes (74a) 
bringen. Die Überführung des Ausdruckes (38b) in den Aus- 
druck (63a) erfolgt in analoger Weise. 


$ 15. Anwendung der Methoden des statarischen und kursorischen 
Substituierens auf die der definierenden Relation 7 S= s*T’ 
analogen Gleichungen: 7’p,=g9IT!... yS=S"yi... 


Aus den Gleichungen (38b), (49a), (63a) und (74a) folgt, 
daß die Methoden des kursorischen Substituierens ähnlich wie 
die Methoden des statarischen Substituierens auf gewisse zu- 
sammengesetzte Operationen führen, die in den resultierenden 
Gleichungen als Basen von Potenz-Operationen auftreten. Wir 


a a ale 


bezeichnen diese zusammengesetzten Ausdrücke als Zentral- 
operationen und führen folgende Abkürzungen ein: 


0% he — Zentraloperation der durch Anwendung der Methode 
des statarischen linksseitigen Substituierens auf die durch die 
Gleichungen 7’’— 83T’, '"—1, T'"—=1 definierte Gruppe 
unter Zugrundelegung der Ausgangsoperation 8’?T'?$’3T'? 
erhaltenen Gleichung (2). 

S, U eh / 12 

Os 7 ey T 

O7) Zentraloperation der durch Anwendung der Methode 
des statarischen rechtsseitigen Substituierens auf dieselbe Gruppe 
unter Zugrundelegung derselben Ausgangsoperation erhaltenen 
Gleichung (18). 

Osin Bay 

E30 “ — Zentraloperation der durch Anwendung: der Methode 
des statarischen linksseitigen Substituierens auf die durch die 
Gleichungen 7’S=S*"T!, $8’=1, T’=1 definierte Gruppe unter 
Zugrundelegung der Ausgangsoperation S*T’S®T! erhaltenen 
Gleichung (11). 

, I = in Br 

Os nn Sk 2 TI(S% 1 Try! 2 

Os „—Zentraloperation der Gleichung (19). 

Ge ee (Sk Tı4) k-2 Sk TI-2 

ei er — Zentraloperation der durch Anwendung’ der Methode 
des kursorischen vorlaufenden Substituierens auf die durch die 
Gleichungen 7’'S'—= ST"? H"—=1, T"—1 definierte Gruppe 
unter Zngrundelegung des Ausdruckes S’37’?S’?T’? als Aus- 
gangsoperation erhaltenen Gleichung (38b). 

Cora Toy ee 

(5 „= Zentraloperation der Gleichung (63a) 

— Due AN Pan Na 

Cg 7 = Zentraloperation der Gleichung: (49a) 

— yE THAT, geATHgRRTAgkı Ta, SED 

Cs 7= Zentraloperation der Ranzen) 

= ya Yananıet" Vonanı? Voanay 
Are Sk-1 DA wer ei \ 


Die engen zwischen den ÖOrdnungszahlen der Zentral- 
operationen CH 7. und 0% En bez. En und 0% und den 
Ordnungszahlen der en S’ und T’ bez. S und T ergeben 
sich durch dieselben Betrachtungen, die wir früher bei den 
entsprechenden durch statarisches Substituieren hergeleiteten 
Zentraloperationen angestellt haben, Es bestehen folgende 
Gesetzmäßigkeiten: 


Ist « die Ordnungszahl der Operation S, so hat die Zentral- 
operation Or die Ordnung a Hat die Operation Qi 
die Ordnung a, so ist a’ die Ordnungszahl der Operation $, 
wobei a’ der Relation ram gehorcht. 

Ist b die Ordnungszahl der Operation 7, so hat die Zentral- 
operation 0% ’r die Ordnung er: Hat die Operation Be 
die ung 3 so ist a die Ordnungszahl der Operation 7 
wobei b‘ der Relation —b gehorcht. 





[d‘, - 
DieeRNusdrücker ala. 2. pl yı „an bez..,9 Dir ..yy ...’ge- 
horchen bestimmten, der definierenden Relation TS’ = $'?T"? 
bez. T’S=S*T! völlig analogen Gleichungen. Es liegt nun nahe, 
die Methoden des statarischen und kursorischen Substituierens, 
die bis jetzt auf den Ausdruck 8’37"?$'®T’? bez. allgemein 
Sk TISk Tl unter Ausführung der Substitutionen T'S’—= S'3T'? 
bez. T$S—= S5*T! angewendet wurden, auf die mit Hilfe der 
BT Bonen 01,08... WW 4... 9, Dar Pr Yac.. Kebildeten 
analogen Ausdrücke z. B. 9,?7T’’p,?T'?” unter Vornahme der 
entsprechenden Substitutionen z. B. T’p, = 9;?T‘?” anzuwenden. 
Die Methode des statarischen linksseitigen Substituierens unter 
Vornahme der Substitutionen 7’p,—g;?T‘” und unter Benützung 
des Ausdruckes 93T'?p;?T'? als Ausgangsoperation ergibt nach 
2n—1 Substitutionen die Gleichung 


To, To =" To’@TNP’T”. 
Zwischen der Ordnung'sszahl der erhaltenen Zentraloperation 


s,L en 2 
Og:, 7"=gY;T 


und der Ordnungszahl der Operation p; ergeben sich dieselben 
Beziehungen wie zwischen den ÖOrdnungszahlen der Zentral- 


operation 8’7’? und der Operation $’ der Gleichung (2). Die 
Ordnungszahlen der Operationen 


2,91, 09... 


sind aber, wie durch Anwendung des Hilfssatzes II des $ 2 auf 
die Gleichungen (32), (32a), (32b), (32c) ohne weiteres hervor- 
geht, einander gleich, und infolgedessen haben auch die Zentral- 
operationen 8’T’? und 9;T'* die gleiche Ordnung. Diese Be- 
trachtung gilt für sämtliche Operationen @', 91... y', wi... 
Wir erhalten also den Satz: 


Satz XIX: Die Operationen S’T'?, 99T”, 99T": 
Rund 87T, Sp, Open DE 
die Gleichüngen 7’S’— 83T"? 1871, “I Van 
ten Gruppe haben gleiche Ordnung. 


Die Anwendung der Methode des rechtsseitigeen statarischen 
Substituierens in der eben beschriebenen Weise auf die der 
definierenden Relation 7’S’—=S'?’T'? analogen Gleichungen 
Tp=p’T?... ws Sy? .. ergibt folgende FZeEnEEE 
operationen ä 


Te Ti See ne 


die auf Grund analoger Betrachtungen wie oben die gleiche 
Ordnung haben wie $S’?T’S®. Es gilt also folgender Satz: 


Satz XIXa: Die Operationen $'3T'$3%, o?’T'pı?... 
Sy, S'Syg8'8... der durch die Gleichungen TS" 
—$3T2 Ste—=l o”=1 definierten Gruppe haben 
gleiche Ordnung. 


Analoge Sätze erhalten wir durch Anwendung der Methoden 
des statarischen Substituierens auf die der allgemeinen de- 
finierenden Relation TS= S*T" analogen Gleichungen Typ, = gkT! 

..pS=ß8#"ypl... Die Anwendung der Methode des links- 
seitigen statarischen Substituierens ergibt folgenden Satz: 

Satz XIXb: Die Operationen 47? Tl (SPITZ 
ph Hobel ae De 
Gleichungen T$=S*T!, 8’=1, T’=1 definierten Gruppe 
haben gleiche Ordnung. 


BETONEN. 


Die Anwendung der Methode des rechtsseitigen statarischen 
Substituierens ergibt folgenden Satz: 


Satz XIXc: Die Operationen (SETHI)k2Sk TI, 
TE up ine. der durch die 
Gleichungen T$= S*T!, $’—=1, T’’=1 definierten Gruppe 
haben gleiche Ordnung. 


Durch Anwendung der Methoden des kursorischen Sub- 
stituierens in der angegebenen Weise auf die der definierenden 
Relation T’&'’—=S'3T'? bez. TS—= S"T! analogen Gleichungen 
erhalten wir ebenfalls den bisher gefundenen Zentraloperationen 
CH #5 9 m 0s ss C5 A Suu mecchende Zentraloperationen 
Oi Be...0n Bed Die Anwendung kdes 
N enden ee au "die durch die Gleichungen 
ZT 8° —], Ti —=1 definierte Gruppe unter Vor- 
nahme der Substitutionen 7T’oi=91°7'* und unter Benützung 
des Ausdruckes 9? T'?o1°T'? als Ausgangsoperation führt wie 
man ohne weiteres sieht, zu der der Gleichung (38b) ent- 
sprechenden Endgleichung 


ENT ET (TE T".. „pi, Ti T"3 
in der ee 
Om =mT'pT'...9,41T 
die Zentraloperation bedeutet. 


Dieselbe Methode ergibt unter Vornahme der Substitutionen 
T'o=os3°’T'? und unter Benützung des entsprechenden Aus- 
druckes 9®T’?93?°T"? als Ausgang'soperation 


k,v Eu f 
Ozı,T — gu lu Dis. @lıal- 


Unter Vornahme der Substitution T’o;=9;’T’” und unter 
Beuützung des entsprechenden Ausdruckes 9;?T'’pj?T'” als 
Ausgangsoperation erhalten wir 


k, v &f 

H = PintT PirT- We Ps: 
Man erkennt ohne weiteres, dab die Reihe 
k,v k, v k, v 

Ü Or’ (ea ar 


BER 


nur rt’ verschiedene Werte hat, und daß 


Kur A 
Or EN T 
k,v ık UV 

(3 ’ , 
Prı+ 17° 9,,T 


ist. Aus den zu diesen Zentraloperationen gehörigen End- 


: . . k, v k,v 
gleichungen folgt, daß zwischen den Operationen Oyı, q C 


Eh ... 
und den Ördnungszahlen der entsprechenden Opern 9, 
9 . . . dieselben Beziehungen bestehen wie zwischen den 
Ördnungszahlen der Operationen De und $‘, und aus der 
Gleichheit der Ordnungszahlen der Operationen $, o1, @2... folgt 


darum sofort: 


Satz XX: Die Operationen Ken On der durch 
die Gleichungen TS’ =S'!T'’? 8.7 =], T'? — T gerne 
Gruppe haben gleiche Ordnung. 


Vom  substitutionstheoretischen Standpunkte stehen die 
Zentraloperationen GE Or ... in einfacher Beziehung zu- 
einander. Sie lassen sich, wie man ohne weiteres sieht, durch 
Anwendung der Substitutionen der aus den Potenzen der Sub- 


stitution (& DD Br 


9,92, 9 .:..9' 


gebildeten zyklischen Gruppe ineinander überführen. 


‘ Die Anwendung der Methode des rücklaufenden Sub- 
stituierens auf die durch die Gleichungen 7’ —$'3T'?, $'—1, 
T'’"—=1 defifierten Gruppe führt unter Vornahme der der 
definierenden Relation 7’S’=%'?T’? entsprechenden Sub- 
stitutionen yıS’=S"?y?... und unter Benützung der ent- 
sprechenden Ausdrücke Sy 5’? yı?... als Ausgangsoperationen 
zu den Gleichungen 

mm | per pri? ... 
BR NSSE TER LEI LZSLEITFETSSE INTEL? 

yab ya = tpa[S para? par" ?... 
nr DR AS apa Age le 


14 


As 124 ee 
Satz XXa: Die Zentraloperationen 


k,r 
Oper rt 


k, 
et... NEIATSD: 


haben auf Grund analoger Schlußfolgerungen wie 
früher dieselbe Ordnung wie 


Na Stun St® 


Ahnlich wie die Zentraloperationen (- Cu "m... lassen 
’ 22 


sich auch die eben gefundenen Zentraloperationen OR a O8, ug 
durch die Substitutionen der aus den Potenzen der Substitution 


(& vi ee ea) 
v1 wa... y' 


bestehenden zyklischen Gruppe ineinander überführen. 


Die gefundenen Resultate übertragen wir ohne weiteres 
auf die durch die Gleichungen T$=S*T!, S’=1, T=l 
definierte Gruppe. 


Satz XXb: Die Methode des vorlaufenden Sub- 
stituierens führt auf gewisse Gleichungen, die der 
Gleichung (49a) analog sind und deren Zentral- 
operationen 


0" ® — oe Mir pk1 Tı- ER Dr . Tı- k-2 Nr. oki Tı-ı SA 


9, T Ferp3 I-1+3 
k-1 Im 
er Pransıt 
Ku _  Kkamıı kımıı k-1 I1 ,k-2 ya FH 
Or 9 To Tr... or Tl Hirt. 


k-1 I-1 
ns Pransel 


auf Grund analoger Schlußfolgerungen wie früher, die 
gleiche Ordnungszahl wie die Zentraloperation der 
Gleichung (49a) 
k, os mIAn.k-ı Tı- ımiank- Be 
Orr 2 Tı top uU I REN a ey HER RE 
2. ER IK ie 
Burkhardt, 6 


EIER 


; 3 e k k, 
besitzen. Die einzelnen Zentraloperationen (,, Oy T::-- 
s,T’ pn 


lassen sich durch die Substitutionen der aus den Potenzen der 


Substitution 
® Y% Pa.» van) 


Pr Papa 
gebildeten zyklischen Gruppe ineinander überführen. 


Satz XXe: Die durch Anwendung der Methoden des 
rücklaufenden Substituierens sich ergebenden Zentral- 
operationen 

Kr» ichs R 

Cs, Y S* "Yo. 

KL. KAryl- Aryl 

... 8 ER REN Yon re Yon DHL: 
Ani 

RR MA LE rl 


1 
k-1) En 1 Wie) 


haben ebenfalls gleiche Ordnung und lassen sich durch 
die Substitutionen der aus den Potenzen der Sub- 
stitution 

BR Y ++: se 

Ya = 


bestehenden zyklischen Gruppe ineinander überführen. 


$ 16. Darstellung der allgemeinen Operation S4 TA Sa Tr... 

als Produkt der Ausdrücke 9, 9, ... mit der Operation 7, 

bez. der Operation S mit den Ausdrücken y, y,... und 

Verwendung der Ausdrücke 9, 9, :.., %, 9, ... zur Bildung 
von Isomorphismen. 


Die Anwendung der beiden Methoden des kursorischen 
Substituierens auf die Operationen der durch die Gleichungen 
TS=S"T!, 8°’=1, T’=1 definierten Gruppe liefert zwei ver- 
schiedene Darstellungen der Operationen der Gruppe Als 
allgemeine Form der Operationen wählen wir 


(75) ga Tagm Ti... S% TPn- 


eg 


Die erste Durchführung der Methode des vorlaufenden Sub- 
stituierens an diesem Ausdruck (75), den wir mit D bezeichnen, 
ergibt den Ausdruck 


gi TA (SR T-YG TAGE TEYa TR... (Ten Tonzı, 


der auf Grund der Definitionsgleichungen der Ausdrücke 9, 9,93: .. 
übergeht in die Form 


S%ı TPt pe TPapks Tas. pn Tentt. 
Diesen Ausdruck legen wir der zweiten Durchführung zugrunde 
und erhalten den Ausdruck D, 
Su TAGE TH TE (ET TR, (ET TR *?, 
den wir auf die Form 
ge Tr? ge Ta 95° Ts En yon TBn +? 
bringen. Diese ß,te Durchführung, die den ersten Substitutions- 
gang beendet, führt zu dem Ausdruck D; 
& _&o Mßa,_%s TB & 8. t+ß 
ek ih 
Die (ß,+1)te Durchführung ergibt den Ausdruck D,; ;ı 


ga 9 Beer, TR... a TntBıtt 
Die (ß, + P,)te Durchführung, die den zweiten Snbstitutionsgang 
beendet, führt zu dem folgenden Ausdruck Ds +3 


ge TPs P 77} TentPpı 7 Pr, 


99, ..@ 
Bı "Pr t ße Bı + Pa 


Nach n— 1 Substitutionsgängen, die 
. Bee rn ar 


Durchführungen umfassen, erhalten wir den Ausdruck 
& Og, Og On Ptßat--- PB 
PpYara Par... ei (76) 


Satz XXI: Die Operationen der durch dieGleichungen 
er se—1, TF—1 definierten Gruppe lassen sich 
als Produkte der Ausdrücke o, 9, ..„ deren Exponenten 

6* 


RN 


gleich den Exponenten der S-ÖOperationen und deren 
Indizes sich additiv aus den Exponenten der T-Öpera- 
tionen aufbauen, mit der Operation von T, deren 
Exponent gleich der Summe der Exponenten der 
Operationen T ist, darstellen. 


Die Überführung des Ausdruckes (75) in den Ausdruck (76) 
kann noch auf anderem Wege vorgenommen werden. Aus den 
Gleichungen (32) ergeben sich sofort die folgenden Gleichungen, 
indem wir für die zu transformierenden Ausdrücke die ent- 
sprechenden Werte aus vorhergehenden Gleichungen einsetzen. 
Wir erhalten: 


Typ, T!=o, 
Auen T?’=p, 
a 
T9,T'=p, 
7’9,T7”’=pg, 
T?o, T’=o, 
El kn 


a 


Die allgemeine Gleichung dieser Art lautet 


(77) pen 
und geht durch Potenzieren mit a über in die Form 
(77a) gt Tr—opnrn 


Zwecks Anwendung der Gleichung (77a) auf den allgemeinen 
Ausdruck (75) bringen wir diesen auf die Form 


sa TAısa TA TR Th ses TA Ta Th ,,. Sn Th Teint Pr, 
Die Anwendung der Gleichung (77a) ergibt 
g%ı 9, Dany: TPs SE 9" Ton t Pı, 
Diese Gleichung bringen wir auf die Form 


ge 2 Te 95 TB mBs TiRe os: TATATR,,. Dir Te ont Pıt Pa 


EEE} MER SEE 
Die Anwendung der Gleichung (77a) ergibt 


Bee TB me mn ++ B 
De Yarat Parnl Part. Ten 


Die Weiterführung dieser Methode führt zu dem Ausdruck (76) 
in Pe Pr ” Pıt---B 
a Na an or 


Die Operationen der durch die Gleichungen TS$= S#T!, 
8°—=1, T’—=1 definierten Gruppe lassen sich durch Anwendung 
der Methode des rücklaufenden Substitutierens noch auf eine 
andere Form bringen. Die erste Durchführung dieser Methode 
an dem Ausdruck (75) 


Nr neNe anı, Sen TPn 
ergibt den Ausdruck E, 
Satlgri TA, ,. Sen-2(SF" T/yPn-a Sn (SF! T’)Pn-ı Sn! Ten, 


der auf Grund der Definitionsgleichungen der Ausdrücke y, y, ... 
übergeht in die Form 


gar apßı er S®n-2ypPn-2 Sn-1 yen-1 Sen! TPn. 


Diesen Ausdruck legen wir der zweiten Durchführung in der 
abgekürzten Form zugrunde und erhalten den Ausdruck E, 


NZ oa y! Ya... Sena(g wi)Pn-2 Sen! pr )Pn-ı Sn? TPn, 
der in die Form 
gar ? ph Sg en-2 Sn-ı en-ı Sen? Ten 


gebracht wird. Ä 
Die a„te Durchführung, die den ersten Substitutionsgang' 
beendet, führt zu dem Ausdruck Ex, 


Dun Be Salon Ten, 


Die erste Durchführung des zweiten Substitutionsganges ergibt 
Ea,+1 


7 
sarn Eee “ Er RE T’n, 


UBche 


Die a„ıte Durchführung des zweiten Substitutionsganges führt 
zu dem Ausdruck E 


@ nt n- 
+a,+ . 
Str na. 0.n Din sa a 
Nach n—1 Substitutionsgängen, die zusammen „+ @-ı »»: @, 


Durchführungen umfassen, erhalten wir den Ausdruck 


(78) Sn* Trap vr nt n-ı I en Pr her > 
Satz XXII: Die Operationen der durch die Glei- 
chungen T’S= S*T!, $’=1, T’=1 definiertenGruppe lassen 
sich als Produkt der Operation S, deren Exponent gleich 
der Summe der Exponenten der Einzeloperationen Sist, 
mit den Ausdrücken y, y, .... deren Exponenten gleich 
den Exponenten der Einzeloperationen T und deren 
Indizes sich additiv aus den Exponenten der Einzel- 
operationen S zusammensetzen, darstellen. 


Die Überführung der allgemeinen Operation (75) in die 
Form (78) kann wiederum noch auf anderm Wege geschehen. 
Aus den Gleichungen (57) ergeben sich sofort durch Einsetzen 
der entsprechenden Werte aus den vorhergehenden Gleichungen 
für die zu transformierenden Ausdrücke die folgenden Gleichungen: 


Sy, S=y, 
BA 
my, Br 

Sy S—=y, 

I” Yr er 
Sony, a 


Die allgemeine Beziehung: lautet 


und geht durch Potenzieren über in 


(79a) DIRT Dh 


Ku 1 Dee 


Zwecks Anwendung der Gleichung (79a) auf den Ausdruck (75) 
bringen wir diesen auf die Form 


Sat Sn Thı Sen... Sn TPn-2 Sen S®n-ı Sn TPn-ı Sn TPn 
und erhalten unter Benützung der Gleichung (79a) 
ı+ 1 2 0 %n- = 
gs“ Lars 410% Yo 2, Sn astz 
Diesen Ausdruck formen wir ebenfalls um 
ga +e„ta,.1 S’®n-1 y Pı Sen-, 
77 


Re Snap Page ni Pa Senn RE TPn 
und erhalten 


ge +a,+r@ Pı w Pn-3 S“n-2 (D) Pn-2 {D) Pn-ı TPn : 


n-14y ... 
Enten Antan-ı Anten-ı en 


Die Fortsetzung dieser Methode führt zu dem Ausdruck 


sent ...0 yhı Ri M wPn-2 Pn-tapPn \ (78) 
N 


rg! Ant+en-ı *n 
Aus den beiden äquivalenten Ausdrücken (76) und (78) 
ergibt sich sofort, wenn wir 
==... =n=0 0, EU 
R=P= = 0 Pi F0 


annehmen und 


setzen, die Beziehung 
P5 T— St. (80) 


Auf die Ausdrücke 9, 9, --.%, y, der durch die Gleichungen 
TS—=S*"T!, 8°’—=1, T’—=1 definierten Gruppe lassen die 


Gleichungen (77a) und (79a) noch eine interessante Anwendung 
zu. Wir bilden die Substitution 


( 2 Pı> Baar...» Gr-i 
Do Do ehe Doz dl 
In dieser Substitution ordnen wir jedem Ausdruck 9,9, ... der 


ersten Reihe denjenigen der zweiten, der direkt unter ihm steht, 


u 


zu. Das Gesetz dieser Zuordnung ist ohne weiteres ersichtlich. 
Dem Produkt zweier Ausdrücke der oberen Reihe entspricht 
das Produkt der entsprechenden Ausdrücke der untern Reihe. 
Die Substitution stellt also einen Isomorphismus dar, und da auf 
Grund der Gleichungen (77a) die Ausdrücke der untern Reihe 
gleich den Ausdrücken der oberen Reihe sind, so stellt diese 
Substitution einen Isomorphismus der Reihe 9, , ... in sich dar. 
Ebenso stellen auch die analogen Substitutionen 


| P, P% el 9-1 
TPT*, To, T*... Tp,,T” 


| pP Pı Pr-1 
MB a SE ke 


von denen die letztere die Identität bedeutet, Isomorphismen 


in sich der Reihe 


9, 9 ++ 9 


dar. Diese Isomorphismen bilden, wie man ohne weiteres sieht, 


eine zyklische Gruppe von der Ordnung r. 


Analoge Sätze gelten auch von den Operationen y, %y, ... Yo-1. 
Die Substitutionen 


| Y %r ... Wo-1 
Du, DAS Der 

| Y Yı ... Wo 
Da OD AR 
w, Y Wa 
Dim nee N 


von denen die letztere die Identität bedeutet, stellen Isomor- 
phismen in sich der Reihe der Operationen 


Pe 
dar und bilden eine zyklische Gruppe von der Ordnung o. Es 
ist ohne weiteres ersichtlich, daß diese hier betrachteten Sub- 
stitutionen identisch sind mit den früher im Anschluß an die 
Zentraloperationen betrachteten Substitutionen. 


IT ae 


$ 17. Betrachtung der Ausdrücke 9, 91, 92... und y, yı, ya... 

unter der Voraussetzung, daß die Komposition gewisser Potenzen 

der Operation 7 mit der Operation S bez. die Komposition 

gewisser Potenzen der Operation S mit der Operation 7 nach 
dem kommutativen Prinzip erfolgt. 


Bisher ist die Komposition der Potenzen der Operation 7 
mit der Operation S bez. der Potenzen der Operation S mit 
der Operation 7’ als nicht kommutativ vorausgesetzt worden, 
und unter dieser Voraussetzung besitzen die beiden Reihen 


rn lo Pau, - 

Y, Yı Ws, er 
t bez. o verschiedene Werte, und die gleichen Werte wieder- 
holen sich periodisch mit der Periode r bez. o. (Vergleiche die 
Sätze XVa, XVla, XVIb, XVIllb.) Im folgenden wird die 
bisher gemachte Voraussetzung fallen gelassen, und es wird die 


Komposition der Potenz 7?, wobei g eine positive ganze Zahl 
bedeutet, die der Bedingung 


1<g<t 
genügt, mit der Operation S als kommutativ vorausgesetzt. Es 
besteht also die Gleichung 
BIN =Sh. 
die durch rechtsseitige Multiplikation mit 7” in die Form 
ESna an (81) 
gebracht wird. Wir betrachten zunächst 


Batlegsisurlelier vornst. 


Wir setzen 2 

Z—u. 

9 
Aus der Gleichung (81) folgt sofort, indem für die Operation $ 
der linken Seite der äquivalente Ausdruck 7?ST” substituiert 
wird, die Gleichung 


TESTS. (82) 


Ne 


Substituieren wir in der Gleichung (82) für die Operation $ der 
linken Seite wiederum den äquivalenten Ausdruck 7T?ST”, so 
ergibt sich 


(83) TIST"’=8. 

Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir die weiteren 
Gleichungen 

(84) TIST"7=8, 

(85) TESTEN; 


von denen die letzte die Identität $=S bedeutet. Aus den 
Gleichungen (82) bis (85) ergibt sich sofort der folgende Satz: 


Satz XXIII: Ist die Komposition der Potenz 7” mit 
der Operation $S kommutativ und ist g ein Teiler von z, 
so ist die Komposition der Potenzen 

BES > 
mit der Operation S ebenfalls kommutativ. 
Aus den Gleichungen (81) bis (85) ergeben sich durch a-maligee 


Multiplikation beider Seiten jeder Gleichung mit sich selbst, 
wobei a eine beliebige ganze Zahl bedeutet, die Gleichungen 


(81a) 77T? —S« 
(82 a) TROST HR 
(83 a) TANE TE 
(85 a) TI se TI — S« 


die zu folgender Erweiterung des Satzes XXIIH führen: 


Satz XXIIIa: Ist die Komposition der Potenz 7° mit 
der Operation Ö kommutativ und ist g ein Teiler von z, 
so ist die Komposition der Potenzen 


10, TO TE 


mit jeder beliebigen Potenz von S kommutativ. 


Auf Grund der Gleichungen (45), (45a) und (45b) des $ 9 
folgen aus den Gleichungen (81) bis (85) die Beziehungen 


u (81 b) 
929 —P (82 b) 
1 Kreh © (83b) 
N e, (85 b) 


Durch Transformation beider Seiten dieser Gleichungen mit 
T", T”,.. 79” ergeben sich die Gleichungen 


T9,T"=TpT 
KR, T?— T®pT- 
Tp,,7'=TeT" 
1a A en la 
die auf Grund der Gleichungen (45), (45a) und (45b) übergehen 
in die Gleichungen: 


a eg 
Pg+2 Pa 
Peyr imnPı 
Pag+2 Pa 


Wir erhalten also den Satz: 


Satz XXIIIb: Ist die Komposition der Potenz 7°’ mit 
der Operation $ kommutativ und ist g ein Teiler von r, 
so hat die Reihe 

Pr Pr, Pro 


nur g verschiedene Werte 
Pr Pr Pg + Pya 


und die gleichen Werte wiederholen sich periodisch 
mit der Periode g. 


RL. ge 


Durch Potenzieren mit k und rechtsseitiges Multiplizieren 
mit T1 ergeben die Gleichungen (81) bis (85), indem wir 


SKTHA—g, 
setzen, die folgenden Gleichungen 
(810) To,T’=p, 
(82c) T’g,T"—p, 
(85) To, T"”=p9,, 
aus denen wir auf dieselbe Weise, indem wir 

po TH=9, 
setzen, die folgenden Gleichungen 
(81d) T’,T’=p, 
(824) T’,T”=9, 
(85 d) 70,17", 


herleiten. Es gilt also folgender Satz: 


Satz XXIIIe: Ist die Komposition der Potenz 7” mit 
der Operation Ö kommutativ und ist g ein Teiler von r, 
so ist die Komposition der Potenzen 


u ln 
mit den Operationen 
pP, pP, Po P3 Br Pg-1 


und beliebigen Potenzen derselben ebenfalls kom- 
mutativ. 


Daß unter den gemachten Voraussetzungen die Potenzen 
Tr TEEN N 
auch mit beliebigen Potenzen der Operationen 
9 PP, Po P3 2.2 P 9-1 


vertauschbar sind, folgt ebenfalls aus den Gleichungen (81c) bis 
(85d) durch Potenzieren derselben mit der beliebigen Zahl a. 


Bu El a 


Zur Herleitung der Gesetzmäßigkeiten, die sich unter den 
gemachten Voraussetzungen für die Reihe 
| Da were. 
ergeben, gehen wir aus von den Gleichungen (81a) bis (85a), 


ersetzen a durch —a und multiplizieren rechtsseitig mit 7°” und 8%, 
wodurch wir folgende Gleichungen erhalten 


I Sor N 
T?9 _ $-« T?9 9% 
DE (8) 
1 N, TE 
Lassen wir die beliebige Zahl a der Reihe nach die Zahlen 
in apa. 


durchlaufen, so gehen die Gleichungen (86) auf Grund der 
Gleichungen (68) von $ 12 in die folgenden Gleichungen 


v"—y 
vV=y 


an age rag 
y u: 
Sue ra 
Yy =%, 
39070 .,80 
Yv a 
39 


3 
N 
über. Wir erhalten also den Satz: 


Satz XXIV: Ist die Komposition der Potenz 7” mit 
der Operation $ kommutativ und ist g ein Teiler von z, 
so bestehen die fortlaufenden Gleichungen 


EN ORER GR er 
Yv ee a le 

1 1 ER N PTR FEN Br, 
kn Di ne Ser 
ug ug ug._ ug 


ei DU 
Die allgemeine Operation 


sa Thea TR... S®n TPn, 


in der n eine en positive ganze Zahl bedeutet und die 
Exponenten @,@, ... ß}, Pa - - . ebenfalls beliebige positive ganze 
Zahlen DEAANEN Ir den Einschränkungen 


a„=1,2...0 

p„,=h?2... 7 

a,=1,2...0—1 
Türen = a 2 


p,=12...7—1 
für v1 2.9.n-l, 


läßt sich unter den gemachten Voraussetzungen auf eine etwas 
einfachere Form bringen. Wir bezeichnen mit ß, die zu ß, 
modulo g kongruente Zahl, die der Bedingung 


1<p,<9 
genügt, und erhalten für ß, die Gleichung 
ß, = ß, +m,9g; 


wobei m, eine positive ganze Zahl bedeutet, die zwischen den 


Zahlen 
zm,<u 


liegt. Unter Benützung dieser jetzt eingeführten Bezeichnungen 
kann die allgemeine Operation in der Form 
Sa TA tm TrRtm9,,, Sn Tn-ıtMn-19 8% TPn 


geschrieben werden, die auf Grund der Gleichungen (81a) bis 
(85a) übergeht in 


8% Thı 8% TR 22.80 n Ten tMmgt Mm 19, 
Es gilt also folgender Satz: 


Satz XXV: Ist die Komposition der Potenz 7” mit 
der Operation $ kommutativ und ist g ein Teiler von z, 
so hat die allgemeine Operation der Gruppe die Form 


Sa Th“ Th ir Sen TPn 


wobei 
Gh dd 
„„hb23 3...t 
a,—=1,2,3...0—1 
Turm Bde 
B,=1l2,3...9—-1 
TS ER 
bedeuten. 


Istim besondern lein ganzzahliges Vielfaches vong, 
so sind auf Grund des Satzes XXIlla die Operationen 7’ und $* 
vertauschbar, sodaß die definierende Relation 


DS Ser 
BI 188% 


auf die Form 


gebracht werden kann. Die letzte Gleichung geht durch links- 
seitiges Multiplizieren mit 7’! und rechtsseitiges Multiplizieren 


mit St in die Gleichung 
He ec (87) 


über, aus der durch linksseitiges Multiplizieren mit T7-4-D die 


Gleich 
eichung' Pay _ ge (872) 


folgt, die für ihr Bestehen, wie eine einfache Überlegung zeigt, 
die Bedi 

ie Bedingung Fa, 

erfordert, wobei v, und », die kleinsten positiven ganzen Zahlen 
bedeuten, die den Kongruenzen 


v,(k—-1)=0 mod o 


a) Ornlodr. ce 


genügen. Durch Anwendung der Gleichung (87a) auf die 

Definitionsgleichungen der Ausdrücke 9, 9, 9 ::-% Yp Ya +: 

ergeben sich die beiden fortlaufenden Gleichungen 
y—>=p=9,= I. =9,,=® 

(89) 

ee ee 4 Yoga ee en — EN 


RO 
Die allgemeine Operation der Gruppe 
SA Tıs% Tr... S%nTPn 


geht für den Fall, daß ! ein ganzzahliges Vielfaches von g ist, 
indem wir sämtliche Einzeloperationen 7’ der Potenzoperationen 
TA, Te... TPn des Ausdruckes SG TA ga Th... Sn Tan zur 
Bildung der durch S*T? zu ersetzenden Operationen TS ver- 
wenden, in die Form 


Sus TyA sul TN)Ar,... Sans T'Pn-1ı Sen TPn 


über, die wir auf Grund der Vertauschbarkeit der Operation T! 
mit beliebigen Potenzen von S in den Ausdruck 


SET? 


überführen. Dieses Resultat ergibt sich auch sofort aus den 
Ausdrücken (76) und (78) des vorigen Paragraphen, wenn wir 
in diesen unter Bezugnahme auf die Gleichungen (89) die 
Operationen 


FB EB, Kb: — ee 
a EEE et DER: „=T 


gleichsetzen. 


Spezialisieren wir die Betrachtungen noch weiter, indem wir 
die Zahlen k—1 und o als relativ prim zu einander voraussetzen, 
so sind die Potenzen 


Sk, ‚2 (k-1) 1 El 


sämtlich von einander verschieden und abgesehen von der 
Reihenfolge gleich den Potenzen 


S,,®,... Sen, 


und unsre Gruppe reduziert sich auf die zyklische Gruppe, die 
aus den Potenzen der Operation 7 besteht. Setzen wir anstatt 
der beiden Zahlen k—1 und o die beiden Zahlen —1 und r 
als relativ prinı zu einander voraus, so sind die Potenzen 


Tr Tal), Ted-n 


SE TE 
sämtlich voneinander verschieden und abgesehen von der Reihen- 
folge gleich den Potenzen 
DRTEM ER 
und die Gruppe reduziert sich dann auf die zyklische Gruppe, 
die aus den Potenzen der Operation S besteht. 
Wir kommen jetzt zur Betrachtung von 

FallIIl: gund sind teilerverwandt, g ist Nichteiler von r. 
Bezeichnen wir wie früher mit 

9, ]=t 
den größten gemeinsamen Teiler von g und r, so ist 


20: 
Weiter setzen wir 
ge u. 
Analoge Betrachtungen wie im Fall I führen unter den jetzt 
gremachten Voraussetzungen zu den Gleichungen 
BES 2 N 
BR Sn 


TEAESPNIES: 

Nach zahlentheoretischen Sätzen sind im Fall I die Potenzen 
MT VATER 

abgesehen von der Reihenfolge, identisch mit den Potenzen 
r' r2® mut 

und es ergibt sich der Satz: 


Satz XXVI: Ist die Komposition der Potenz 7” mit 
der Operation $ kommutativ und ist t der größte ge- 
meinsame Teiler von g und r, so ist die Komposition 
der Potenzen et guet 
mit der Operation S und beliebigen Potenzen derselben 
ebenfalls kommutativ. 


Burkhardt. 7 


OR 


Aus den Gleichungen (90) folgen unter Benützung des 
Satzes XXVI die Gleichungen 


9,—P 
PP 
Past ana 


aus denen sich durch Transformieren mit 7-1, 7”... die 
weiteren Relationen 


Pr 91 
ee 
Pat A 
Pasta Va 


herleiten lassen, die zu dem Satz führen: 


Satz XXVIa: Ist die Komposition der Potenz 7°? mit 
der Operation $ kommutativ und ist £ der größte ge- 
meinsame Teiler von g und rz, so hat die’Reihe 


9, 91, Pa --- 


nur t verschiedene Werte, und die gleichen Werte 
wiederholen sich periodisch mit der Periode t. 


Auf Grund analoger Betrachtungen wie im Fall I ergibt 
sich weiter der Satz: 


Satz XXVIb: Unter den im FallIIlgemachten Voraus- 
setzungen ist die Komposition der Potenzen 


t met mit : 
URS EIER 
mit den Operationen 
9%, 9, 9° + Pıı 


und beliebigen Potenzen derselben kommutativy. 
Zur Herleitung der Gesetzmäßigkeiten der Reihe 


vy... 


Be 


im Falle II gehen wir aus von den mit «a potenzierten und in 
andrer Reihenfolge geschriebenen Gleichungen (90) 
Se N 
Trige red 
Tuige TR 0 
die nach Vornahme ähnlicher Rechnungen wie früher zu dem 


Satz führen: 


Satz XXVII: Im Fall II bestehen die folgenden fort- 
laufenden Gleichungen: 


I DRS NEUER EINE et 
m MT a en 
ala? 2% 2t 
EN a 
LEE IE 16 Wit 2, Us 
a er EN 


Die allgemeine Operation der Gruppe 
SATHS@ TAN, Sen Ten 


laßt sich im Falle HI nach analogen Rechnungen wie im Fall I 


auf die Form bringen 


8% AERSGE Th voeSen T’n, 


wobei 
ER, 
P,=h2:...17 
he: 
Ed) 
De 
für wel or 
bedeuten. 


Auch die weiteren speziellen Betrachtungen, die wir im 
Fall I angestellt haben, lassen sich im Fall II durchführen, und 
wir erhalten die entsprechenden Ergebnisse wie im Fall I. Es 


“ist nur 9 durch ? zu ersetzen. 
7* 


— 10 — 
Wir kommen nun zur Betrachtung von 
Fall III: g und r sind relativ prim. 
In diesem Fall sind die Potenzen 
Tu ey) 


wie aus zahlentheoretischen Betrachtungen folgt, sämtlich von- 
einander verschieden und abgesehen von der Reihenfolge gleich 
den Potenzen T Te 78... m. 


Die Gleichungen (81) bis (85) erhalten im Fall HI die Form 


TST!=$ 

2 “a _ 
91) ee 
SENKEN 


Aus den Gleichungen (91) ergibt sich sofort der folgende Satz: 


Satz XXVIII: Ist die Komposition der Potenz T’? 
mit der Operation Ö kommutativ undsind gundr relativ 
prim, so sind sämtliche Potenzen von 7 


ALIEN RE 
mit der Operation Ö und beliebigen Potenzen derselben 
vertauschbar. Die Reihe der Ausdrücke 

a a Br 


hat nur einen Wert, d, h. es besteht die fortlaufende 


Gleichung 
PFEMTRTE 


Aus den Gleichungen (91) ergeben sich durch Potenzieren mit 
der beliebigen ganzen Zahl —a und rechtsseitiges Multiplizieren 
mit T und 8“ die Gleichungen 


T=S-"T$« 
(912) T?— $-« 729° 


ji En y-% TER 


— 1011 — 
die, indem wir für « der Reihe nach die Zahlen 
dir 32, BENG 
einsetzen, zu der fortlaufenden Gleichung 


DU —W rn aVd 
führen. : a: 


Satz XXIX: Im Fall III sind die sämtlichen Aus- 
Brucke, Ya ys. ssrgleich und zwar fleich‘ der Ope- 
ration T. 


Aus den Gleichungen (91) folgt, daß im Fall II die Ope- 
rationen T und 8 vertauschbar sind, sodaß die definierende 


Relation Tg— ge 


in die Form gebracht werden kann 
IN=rLE.N® 


aus der sich durch linksseitigres Multiplizieren mit 7’-’ und rechts- 
seitiges Multiplizieren mit $-! die Relation 


T-4-1) — Sk-ı 
ergibt, die, wie wir früher gesehen haben, die Bedingung: 


=—y 


2 


erfordert, wobei v, und », die kleinsten positiven ganzen Zahlen 
bezeichnen, die den Kongruenzen 


v, (k-1)=0 mod o 
v, I-1)=0 mod r 


genügen. Die allgemeine Operation der Gruppe läßt sich durch 
dieselben Rechnungen, die wir angestellt haben, in die Form 


Ss“ TB 
bringen. 

Setzen wir die Zahlen %—1 und o bez. !—1 und r als 
relativ prim zueinander voraus, so reduziert sich die Gruppe auf 
die zyklische Gruppe, die aus den Potenzen der Operation 7 
‘bez. $ besteht. 


— 102 — 


Einer besondern Betrachtung des Spezialfalles, daß / ein 
Vielfaches des kleinsten Exponenten der Potenzoperation von T 
ist, die mit $ vertauschbar ist, bedarf es im Fall II nicht, da 
dieser kleinste Exponent im Fall III gleich 1 ist, sodaß in diesem 
Falle ! durchgängig ein Vielfaches dieses kleinsten Exponenten ist. 


Im zweiten Teile dieses Paragraphen setzen wir die Kom- 
position der Potenzoperation 8” mit der Operation T als kom- 
mutativ voraus. Wir betrachten wiederum zunächst 


Ralla;: hist Teiler yono 
Wir setzen 


Er 
Ne 


Die Vertauschbarkeit von $” und T läßt sich durch die Relation 
(92) s’T"—=T 
ausdrücken, aus der sich durch ähnliche Rechnungen wie früher 
die Gleichungen geiumgh —_m 
(92a) NEWS 

es 
ergeben, die zu dem Satz führen: 


Satz XXX: Ist die Komposition der Potenzoperation 
S” mit der Operation T kommutativ und ist h ein Teiler 
von 0, so ist die Komposition der Potenzen 


} 2] 3h J 
DIN N 


mit der Operation T und beliebigen Potenzen derselben 
ebenfalls kommutativ. 


Unter Bezugnahme auf die Gleichungen (68) gehen die 
Gleichungen (92) und (92a) in die Gleichungen 


Y,_Y 
ern 
(92b) Wan, a 


Yon rt, 


— 103 — 


über, die durch Transformieren mit S zu den weiteren Gleichungen 


Yn+ı an, 

aa ts 
(92c) 

alarm 

Vonan 


führen. Es gilt also der Satz: 


Satz XXXa: Ist die Komposition der Potenz $” mit 
der Operation T kommutativ und ist h ein Teiler von o, 


so.-hat die Reihe 
ra yarr: 


nur h verschiedene Werte, und die gleichen Werte 
wiederholen sich periodisch mit der Periode Ah. 


Durch Potenzieren mit ! und nachheriges linksseitiges 
Multiplizieren mit 8%! ergibt sich aus der Gleichung (92) die 


Gleichung ger get pigl _ gk-t zpi 


die wir in der Form Er . 
Sys —y, 


schreiben. Potenzieren wir diese Gleichung ebenfalls mit ! und 
multiplizieren links mit $"-1, so erhalten wir die weitere Gleichung: 


—h h 
Sy —y,. 
Fahren wir in dieser Weise fort, so ergeben sich die Gleichungen 


Sy, nn Y5 


2 h yv, 5? h Be Y, 
Sy, 92% ee Y, 


Es gilt also der Satz: 


Satz XXXb: Ist die Komposition der Potenzoperation 
S%® mit der Operation T kommutativ und isthein Teiler 
Bear so ist die Komposition der Glieder, der Reihe 


h g2h 2) 
N N EN 


— 104 — 
mit den Gliedern der Reihe 


En REEL 4, 


und beliebigen Potenzen derselben kommutativ. 


Zur Herleitung der Beziehungen für die Reihe 


PP Dar 
gehen wir von den Gleichungen (92) und (92a) aus und poten- 
zieren diese mit —a, wodurch wir die Gleichungen 

N pe ne 


-2h T-a c?h__ m-« 
(93) STE —T 


sh Ta goh TER 
erhalten, die durch linksseitiges Multiplizieren mit 8% und 7“ in 


die Gleichungen 
g ‚gm —y]% sh T-« 


an __ ah m- 
(93 a) a a 4 a 
seh — T« geh T« 
übergehen. In diesen Gleichungen setzen wir für a der Reihe 
nach die Zahlen 


ee al 


und finden auf diese Weise die Relationen 


h h h h 
o=-y1=-9,=..=0,, 
2h ah 2h 2h 
op zz: —=®, u er RE 
(93b) > nt 
ch vh vh ch 
op =pv, =o_p, =...=9,,: 


Die allgemeine Operation der Gruppe 
54 TAgar TR... Sn TEn 


läßt sich unter Vornahme entsprechender Betrachtungen wie im 
Fall I auf die Form 


Sa TAaga Tr... gu Tbn 


bringen, wobei 


a=1,2,3...0 
a 
I 
B,—1l,2,3..2:—1 
eg 
p,=h 33...7 


bedeuten. 

Nehmen wir analog wie im ersten Teile dieses Paragraphen 
die Zahl k als Vielfaches von h an, sodaß die beiden Potenz- 
operationen S* und 7?! der definierenden Relation TS —= SFT! 
miteinander vertauschbar sind, so erhalten wir aus der definieren- 
den Relation TS S®T! die Gleichung 


N (87a) 
die für ihr Bestehen die Bedingung 


erfordert, wobei », und », genau wie früher die kleinsten positiven 
ganzen Zahlen bedeuten, die den Kongruenzen 
v,(k-1)=0 mod o 
v,((—-1)=0 mod r 
genügen. Aus der Gleichung (87a) ergeben sich die beiden 
fortlaufenden Gleichungen 
9-9, =..=9 
vyv_Yy=...=y. 


Die allgemeine Operation der Gruppe läßt sich unter den 
gemachten Voraussetzungen in die Form 


8% Dr 
bringen. 

Spezialisieren wir die Betrachtungen weiter, indem wir die 
Zahlen k—1 und o bez. |—1 und r als relativ prim zueinander 
voraussetzen, so reduziert sich die Gruppe auf die zyklische, die 
aus den Potenzen von 7’ bez. $ besteht. 


— 106 — 


Wir kommen jetzt zum 


Fall IIa: A und o sind teilerverwandt. 


Wir setzen 
o / 
I 


Wir erhalten die im Falle Ila geltenden Gleichungen und Sät 
aus den entsprechenden Gleichungen und Sätzen des Falles ] 
wenn wir in diesen A durch £, und v durch v‘ ersetzen. 


Fall IlIa: A und o sind teilerfremd. 


Es erübrigt sich, diesen Fall jetzt nochmals darzustelle 


$ 18. Anwendung der durch die Methoden des statarisch. 
und kursorischen Substituierens gewonnenen Resultate a 
die durch die Gleichungen 7T"S"=S“*T, $“"=1, T“"= 
bez. T“S"=S“T“+, S“"=1, T“""=1 definierten Gruppe 

Die Operationen @“, 94 ... w", wi... bez. ©", @1 ... ww, a1. 
der durch die Gleichungen 


(94) Tu gu —= 1% se ser“ =. 1, Tut“ E2 1 
(95) Tu gu B gen Tu gu“ aD. 1% Tau r Be N 


definierten Gruppen nehmen sehr einfache Gestalt an. Für < 
Operationen LER 

PB Pe 
der durch die Gleichungen (94) definierten Gruppe ergeben si 
auf Grund der Definitionsgleichungen (40) folgende Beziehung 


op“ gu 
RB X 
p, 3 p 
De ei UK: 
N a te 
4143 


ER NE 
De ENG 


[7 diy ugt“ 


Py =—— Pu —— 107, 


— 107 — 
ie Anwendung der ersten Gleichung: von (45c) 


up" 
ihrt zu der Gleichung 


pr gt, 
ie für ihr Bestehen als notwendige und hinreichende Be- 
ingung die Kongruenz 
„""=1 mod 0" (97) 
rdert. 
Die allgemeine Operation dieser Gruppe 


te SCHW RE. UT" Dr 
eht über in die Form 
seat Per LEEREN un 2. Ur8 ET antrat ER En TBt...+Bn, 
ie durch die Gleichung (94) definierte Gruppe umfaßt also 
‘r" Operationen. Die Operationen 
Dar. SugT 


ilden eine Untergruppe, die, wie durch Anwendung der 
leichungen (45b) und (96) folgt, in der Gruppe ausgezeichnet 
nthalten ist. 


dl ‘di 


Für die Ausdrücke y", w/, wa’... der durch die Gleich- 
ngen (95) definierten Gruppe ergeben sich auf Grund der 
efinitionsgleichungen (64) folgende Beziehungen: 


y' — Tu 

vv yet 

pi RL, pi KR yich N 
u ua ıuA3 ( ) 


ie Anwendung der ersten Gleichung von (69) 


‚u 


‚u 
Ya = Y 





— 108 — 


führt zu der Gleichung 


444 
OFT 


y _— 1 


die als notwendige und hinreichende Bedingung für ihr Be- 
stehen die Kongruenz 
(99) ı =1 mod 
verlangt. 
Die allgemeine Operation 


ga Tu gt@g TB er S1L.77 Tıuß, 
geht unter Anwendung des Ausdruckes (78) über in 
Su ++ ...+%, TußpAFt ran tert ar Ren 


Die durch die Gleichungen (95) definierte Gruppe umfaßt also 


441 


o''t'' Operationen. Die Operationen 


Tau Tu? Tu Tu un 
, J [3 . [2 


bilden eine Untergruppe, die, wie durch Anwendung der 
Gleichungen (68) und (98) hervorgeht, ausgezeichnet in der 
Gruppe enthalten ist. 


Lebenslauf. jr 


N 
fyw3il il r 
BD EA ABA, 


Ich, Martin Hermann Georg Felix Burkhardt, wurde am 
9. Februar 1888 in Herwigsdorf bei Löbau als Sohn des ver- 
storbenen Grutsbesitzers Felix Burkhardt geboren, besuchte von 
Ostern 1902 bis Ostern 1908 das Königliche Lehrer-Seminar zu 
Löbau und legte daselbst Ostern 1908 die Schulamtskandidaten- 
prüfung ab. Ostern 1909 bestand ich die Reifeprüfung auf dem 
Königlichen Realgymnasium in Zittau, studierte hierauf an den 
Universitäten Jena und Leipzig Mathematik, Physik und Chemie 
und legte am 14. und 15. Januar 1914 an der Universität Leipzig 
die Prüfung für das Lehramt an höheren Schulen ab. Während 
meiner Studienzeit waren folgende Herren meine Lehrer: Barth, 
Des Coudres, Hantzsch, Haußner, Herglotz, Hölder, 
Jungmann, Le Blanc, Linck, Lehmann, Rohn, Volkelt, 
Wagner, Wiener, Winkelmann (fF). 

Allen diesen Herren spreche ich meinen Dank aus für die 
Auregungen, die ich während meines Studiums von ihnen 
empfing. Ganz besonders aber danke ich Herrn Geheimrat 
Hölder für die gütige Förderung bei der Abfassung der vor- 
liegenden Arbeit. 
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